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はじめに 

本論文集は，2012 年度 7 月に津山工業高等専門学校で開催した津山代数幾何シンポジウ

ム 2012 と，12 月に学習院大学で開催した代数幾何目白セミナー2012 の講演の記録と関連

論文をまとめたものです．私どもは，毎年，夏は津山代数幾何シンポジウム，冬は目白セ

ミナーを開催し，例年ですと報告集は飯高研究室から発行されてきましたが，今回は，科

学研究費，基盤研究(C)課題番号 23531232 の間接経費を使用し，松田研究室と渡利研究

室から発行することとなりました． 

さて，今回の津山代数幾何シンポジウム 2012 では，今年度をもって学習院大学をご退職

される飯高茂先生と，同じく今年度をもって埼玉大学をご退職される酒井文雄先生から，

現在の研究発表以外に，それぞれ代数幾何学に関する特別講演をしていただきました．と

ても楽しくそして充実した時間を持つことができ，思い出に残る会となりました． 

2013 年 2 月 松田修，渡利正弘 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 



津山代数幾何シンポジウム 2012  

― 数学教育に関する話題もあります ― 

日時：7月 30 日(月），31 日（火） 

場所：津山高専，管理・一般科目棟 3F 合併教室 

世話人：松田修，渡利正弘（津山高専） 
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「複素ピタゴラス数の origin について」橘智子（津山高専 3年） 
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「n 乗根の連分数の研究」間庭早紀子, 丸尾優佳（津山高専 2年） 
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「あみだくじについて」内田広子, 塩谷 祈（広尾学園） 

午後の部 

13:00-13:40  

「線織面の代数曲線の分類」松田修（津山高専） 

13:50-14:30 

「星配置問題について」渡利正弘（津山高専） 

14:40-15:30 

「(V) 型の特異ファイバーを 3本持つ種数 2の有理ファイバー曲面」北川真也（岐阜高専） 

15:40-16:40 

「代数平面曲線の不変数について」 飯高茂（学習院大） 

16:50-17:50 

「The gonality of singular plane curves (revisited)」酒井文雄（埼玉大） 

18:30- 懇親会  

 

7 月 31 日（火） 

午前の部 

9:20-10:00 

「UFD 上の多項式環の整閉多項式について」 加藤雅也 (新潟大学大学院自然科学研究科) 

10:10-11:00 

「特異点を 2つ持つ有理尖点平面曲線について」  戸野恵太（埼玉大） 

11:10-12:10 （特別講演） 

「平面代数曲線と共に」酒井文雄（埼玉大） 



午後の部 

13:00-13:50 

「偏極多様体の断面種数による分類について」 福間 慶明（高知大） 

14:00-13:50 

「ガロワ点と自己同型群（具体例を中心に）」三浦敬（宇部高専） 

15:00-15:50 

「Galois points for a singular hypersurface」高橋剛（長岡高専） 

16:00-16:50 

「Presents from Iitaka and Grothendieck」前原和寿（東京工芸大） 

17:00-18:00 （特別講演） 

「私と種数(７０歳記念)」 飯高茂（学習院大） 

19:00- 食事会  

 

 

 

 

代数幾何目白セミナー2012  
テーマ ：代数曲線の双有理幾何と関連した話題 
学習院大学理学部 南４号館 ２０５室(中セミナー室) ２階 
日時： 2012 年 12 月 25,26 日  
責任者 飯高 茂（学習院大学理学部） 
 
プログラム 
12 月 25 日 （火） 
10 時－10 時 50 分  飯高 茂（学習院大学理学部） 
Hartshorne の等式とその応用    
11 時 00 分－11 時 50 分  前原 和寿,  
After S.Mochizuki's Theories for hyperbolic orbicurves 
14 時 00 分 - 14 時 50 分 松田 修（津山高専） 
線織面の代数曲線の分類 3 
15 時 00 分 - 15 時 50 分   北川真也（岐阜高専）， 
(V) 型の特異ファイバーを 3 本持つ種数 2 の有理ファイバー曲面 II 
16 時 00 分から -16 時 50 分  王楠（埼玉大）， 
On cyclic coverings of the projective line which are trigonal curves 
 
 



12 月 26 日 （水） 
10 時－10 時 40 分  嘉数 弥（学習院大学理学部） 
平面曲線の２変数第２不等式について 
10 時 45 分-11 時 35 分  小島秀雄（新潟大） 
Normal affine surfaces with non-positive Euler characteristic 
11 時 40 分-12 時 30 分  高橋剛（長岡高専） 
２次元超曲面の非有理次数とガロワ被覆 
13 時 30-14 時 20 分  月岡透（東海大） 
４次元ファノ多様体の分類の現状と今後 

 
世話人： 飯高 茂（学習院大学理学部） 
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1 Introduction

2 basic results

Suppose that (S,D) is a minimal pair with κ[D] = 2, which is obtained from
a # minimal pair(model) (ΣB, C) by shortest resolution of singularities of
C. The type of (ΣB, C) is denoted by the symbol [σ ∗ e,B; ν1, ν2, · · ·, νr].

Introduce innvariants Y by Y =
∑r

j=1 νj and X by X =
∑r

j=1 νj
2.

Moreover, defining w = 4− δ1B,we get w = 4 if B ̸= 1. w = 3, otherwise.

Proposition 1 Suppose that B ≤ 2. Letting k denote wp+2u, we have the
following fundamental equalities:

1. X = 8ν21 + 2kν1 + k̃ + ω1 − 2g,

2. Y = 8ν1 + k + ω1.

Here k̃ = kp− 2p2, ω1 = ω − g.
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2.1 invariant Z̃

Following Matsuda([13]), we shall compute ν1Y − X, which we denote by
Z̃. By Z̃ = ν1Y − X =

∑ν1−1
j=2 (ν1 − j)jtj ≥ 0, tj being the number of j−

ple singular points on C, we have

0 ≤ Z̃ = ν1(ω − g − k)− k̃ − ω1 + 2g. (1)

2.2 invariant Z∗

Hereafter suppose that ν1 ≥ 3.
Introducing invariants νj and Y by νj = νj − 1 and Y =

∑r
j=1 νj ,

respectively, we obtain Y = Y − r and

Y = 8µ+ k +A1.

Moreover, introduce an invariant X by

X =

r∑
j=1

νj
2 = X − 2Y + r,

which satisfies that

X = 8µ2 + 2kµ+ k̃ −A1 − 2g.

Here, for simplicity, let µ stand ν1. Thus µ ≥ 2.

2.3 case when B > 2

However, if B > 2, we have fundamental equalities :

1. Y = B2σ + 8µ+ k +A1,

2. X = B2σ(σ − 2) + 8µ2 + 2kµ+ k̃ −A1 − 2g,

where B2 = B − 2 for B ≥ 2. Moreover, if B ≤ 2, we put B2 = 0.

Defining an invariant Z∗ to be µY −X, we obtain

−µk − k̃ + ν1A1 + 2g −B2σ(σ − 2− µ) = Z∗

and

Z∗ =

ν1−1∑
j=2

(ν1 − j)(j − 1)tj .

4



Note:

Z∗ = (µ− 1)y1 + 2(µ− 2)y2 + 3(µ− 3)y3 + . . . ≥ 0,

where y1 = t2 + tµ, y2 = t3 + tµ−1, y3 = t4 + tµ−2, · · · .
Moreover, we get

B2σ(σ − 2− µ) ≤ −µk − k̃ + ν1A1 + 2g.

Proposition 2 If B ≥ 3, then

σ(σ − 2− µ) ≤ ν1A1 + 2g − µk − k̃. (2)

Suppose that p > 0. Then σ − 2− µ ≥ 1 + 2(µ+ 1)− 2− µ = 1+ µ and
k̃ − k ≥ −2. Hence,

σ(µ+ 1) ≤ σ(σ − 2− µ) ≤ ν1A1 + 2g − µk − k̃.

However,

ν1A1 + 2g − µk − k̃ = (µ+ 1)A− (µ+ 1)k + (1− µ)g − q̃,

where q̃ = k̃ − k ≥ −2.
Therefore

σ(µ+ 1) ≤ (µ+ 1)(A− k) + (1− µ)g + 2.

If g ≥ 0, then (σ − (A− k))(µ+ 1) ≤ 2. Hence, σ ≤ A− k.
If g = −1, then

σ(µ+ 1) ≤ (µ+ 1)(A− k) + µ+ 1 = (µ+ 1)(A− k + 1)

Hence, σ ≤ A− k + 1.
By µ ≥ 2, we get σ ≥ 7 and so k + 6 ≤ A. Thus we obtain the next

result.

Proposition 3 If B ≥ 3 and p > 0 , then σ + k − 1 ≤ A.
In particular, k + 6 ≤ A.

5



2.4 example with B = 3, p = 0

Suppose that B = 3, g = 0, p = 0, µ ≥ 2 and Z∗ = 0. Then σ = 2µ+ 2 and

1. Y = σ + 8µ+ k +A+ 1,

2. X = σ(σ − 2) + 8µ2 + 2kµ−A+ 1.

Therefore, Z∗ = −2(µ + 1)µ − kµ + A(µ + 1) + µ − 1 and Y = rµ. Hence,
ρµ = k +A+ 2µ+ 3. Thus,

A = ρµ− (k + 2µ+ 3). (3)

Moreover, by Z∗ = 0 we get

1. 2(µ+ 1)µ = −kµ+A(µ+ 1) + µ− 1,

2. ρµ2 = kµ+Aµ+ 2µ2 + 3µ.

These imply

ρµ2 = A(2µ+ 1) + 2µ− 1 = (A+ 1)(2µ+ 1)− 2.

Letting f = µ2, h = 2µ + 1, we obtain −2 = ρf − (A + 1)h and by
definition, 1 = 4f + (1− 2µ)h. Hence, the ideal (f, h) generated by f and h
coincides with the ring Z[µ]. In this case, we say that f and h are relatively
prime.

2.5 a lemma

In general, we have the following result.

Lemma 1 Let R be a commutative ring. Suppose that there exist elements
f and h which are relatively prime. In other words, there exist u, v ∈ R such
that 1 = uf + vh.

If Pf = Qh for some P,Q ∈ R,then there exists L ∈ R such that P = hL
and Q = fL.

Proof. From uPf = uQh, it follows that uQh = Puf = P (1 − vh).
Hence, P = uQh+ vhP . Thus,P = hL, where L = Qu+ Pv.

6



2.6 signature of k − A

Recalling that 2 = 8f + 2(1− 2µ)h and −2 = ρf − (A+ 1)h , we get

(ρ+ 8)f = (A+ 4µ− 1)h.

Since f and h are relatively prime, it follows that ρ = −8 + hL, and A =
1− 4µ+ fL for some L. Then r = ρ+ 8 = hL = (2µ+ 1)L.

By k = ρµ− 2µ− 3−A, we obtain

2u = k = −6µ− 4 + (µ+ 1)µL.

On the other hand, given µ ≥ 2 and L, let σ = 2µ + 2, u = −3µ − 2 +
(µ+ 1)µL/2 and e = 3σ + u. Further, let r = (2µ+ 1)L and ν1 = µ+ 1.

The type becomes [(2µ+ 2) ∗ (6µ+ 6 + u), 3; (µ+ 1)(2µ+1)L]. Then B̃ =
2e− 3σ = 2 + (µ+ 1)µL.

The virtual genus g0 becomes (2µ+1)µ(µ+1)L/2. Hence, g = g0− (µ+
1)µ(2µ+ 1)L/2 = 0.

By definition, Z2
0 = (σ − 2)(B̃ − 4) = −4µ + 2µ2(µ + 1)L and Z2 =

Z2
0−rµ2 = −4µ+µ2L. Hence, A = 1−4µ+µ2L, k = 2u = −6µ−4+(µ+1)µL.

Then −kµ + A(µ + 1) = µ(2µ + 1) + 1. Hence, k − A = µL − 2µ − 5. The
value of k −A may be positive or negative.

3 Class I.

Class I. We say that the type belongs to Class I, if p = 0.

In this class, k̃ = 0 and

Z∗ = −kµ+ (µ+ 1)A+ (1− µ)g.

3.1 case when g ≥ 0

Suppose that g ≥ 0. Then since ν1 ≥ 3 and Z∗ ≥ 0, it follows that

kµ ≤ (µ+ 1)A+ (1− µ)g ≤ (µ+ 1)A.

Thus

k ≤ µ+ 1

µ
A.

Moreover, assume that k = µ+1
µ A.

7



Then g = 1 and so Z∗ = −kµ+ (µ+ 1)A = 0.
Hence, by Y = 8µ+ k +A− g = 8µ+ k +A = rµ, we obtain

ρµ = k +A.

Here, ρ = r − 8. Since µk = (µ+ 1)A, it follows that

ρµ(µ+ 1) = k(µ+ 1) +A(µ+ 1) = k(2µ+ 1). (4)

Letting f0 = µ(µ + 1), h = 2µ + 1, we obtain ρf0 = kh. Further,
2f0−µh = µ and h−2µ = 1. Hence, 1 = h−2(2f0−µh) = −4f0+(1+2µ)h.
Thus,f0 and h are relatively prime. Moreover, ρf0 = kh. Therefore, by the
previous lemma, ρ = hL and k = f0L for some L. Hence, ρ = (2µ + 1)L
and k = µ(µ+ 1)L.

Conversely, given µ ≥ 2 and L, let ν1 = µ+ 1 and σ = 2ν1.
For B = 1, put e = 3ν1 + µ(µ+ 1)L/2 and r = 8 + (2µ+ 1)L. The type

turns out to be

[2(µ+ 1) ∗ (3(µ+ 1) + µ(µ+ 1)L/2), 1; (µ+ 1)r].

Then u = µ(µ+ 1)L/2, k = 2u and g = 1.

If B = 0, put e = 2ν1 + µ(µ + 1)L/2 and r = 8 + (2µ + 1)L. The type
turns out to be

[2(µ+ 1) ∗ (2(µ+ 1) + µ(µ+ 1)L/2); (µ+ 1)r].

Then u = µ(µ+ 1)L/2, k = 2u, g = 1.

If µ = 2, B = 1 then the type turns out to be [6 ∗ (9 + 3L), 1; 38+5L].

If µ = 3, B = 1 then the type is as follows: [8 ∗ (12 + 7L), 1; 38+7L].

Conversely, if the type of the pair is this, then g = 5·(5+3L)−3(8+5L) =
1 and A = Z2 = 8 · (4 + 3L) − 4× (8 + 5L) = 4L. k = 2(3L) = 6L. Hence,
2k = 3A = 12L.

3.2 case when g = −1

Supposing that g = 0 , we obtain

Z∗ = −kµ+ (µ+ 1)A+ µ− 1.
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Then since ν1 ≥ 3 and Z∗ ≥ 0, it follows that

µk ≤ (µ+ 1)A+ µ− 1. (5)

Hence,

k ≤ µ+ 1

µ
A+ 1− 1

µ
.

If kµ = (µ + 1)A + µ − 1 then Z∗ = 0; thus Y = 8µ + k + A + 1 = rµ.
Hence,

ρµ = k +A+ 1.

Since kµ = (µ+ 1)A+ µ− 1, it follows that

ρµ(µ+ 1) = k(µ+ 1) +A(µ+ 1) + µ+ 1 = k(2µ+ 1) + 2. (6)

Letting f0 = µ(µ+ 1), h = 2µ+ 1, we obtain

ρf0 = kh+ 2

and
2f0 − hµ = µ.

Hence,
1 = h− 2µ = h− 2(2f0 − hµ) = −4f0 + (1 + 2µ)h.

Combining this with the equation (6), we obtain

(ρ+ 8)f0 = (2 + 4µ+ k)h.

Therefore, by the previous lemma,

r = ρ+ 8 = hL, 2 + 4µ+ k = f0L

for some integer L. Hence,

u =
k

2
=

f0L

2
− 1− 2µ.

On the other hand, given µ ≥ 2 and L, let ν1 = µ + 1, σ = 2µ + 2, e =
3ν1 + u, where u = µ(µ+1)L

2 − 1− 2µ, for some L.
Moreover,in the case when B = 1, letting r = (2µ+1)L, define the type

to be [(2µ+ 2) ∗ (3µ+ 3 + u), 1; (µ+ 1)(2µ+1)L].
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Then B̃ = 2+µ(µ+1)L and the virtual genus g0 = µ(µ+1)(2µ+1)L/2.
g = 0, k = 2u and Z2 = µ2L− 4µ.

In the case when B = 0, letting r = (2µ + 1)L, define the type to be
[(2µ+ 2) ∗ (2µ+ 2 + u); (µ+ 1)(2µ+1)L].

Then B̃ = 2+µ(µ+1)L. Furthermore, g = 0, k = 2u and Z2 = µ2L−4µ.
In both cases, we obtain A = µ2L−4µ+1 and k = 2u = µ(µ+1)L−2−4µ.

Thus kµ = (µ+ 1)A+ µ− 1.
This completes the proof of the following result.

Proposition 4 Suppose that p = 0. Then

k ≤ µ+ 1

µ
A+ 1− 1

µ
.

Moreover, kµ = (µ + 1)A + µ − 1 if and only if the type is [(2µ + 2) ∗
(3µ + 3 + u), 1; (µ + 1)(2µ+1)L] or [(2µ + 2) ∗ (2µ + 2 + u); (µ + 1)(2µ+1)L] ,

where u = µ(µ+1)L
2 − 1− 2µ for some L.

Moreover, if Z∗ ̸= 0 then Z∗ ≥ µ− 1. Hence, kµ ≤ (µ+ 1)A.

Proposition 5 Suppose that g = 0 and p = 0. If kµ < (µ + 1)A + µ − 1,
then kµ ≤ (µ+ 1)A.

Furthermore, suppose that kµ = (µ + 1)A. Then Z∗ = µ − 1, which
implies y1 = t2 + tµ = 1. Therefore, we have two cases 1) tµ = 0, t2 = 1 and
2) tµ = 1, t2 = 0.

Note that

Y = 8µ+ k +A+ 1 = t2 + (µ− 1)tµ + (r − 1)µ = 1 + (µ− 2)tµ + (r − 1)µ.

1) If tµ = 0 then (ρ− 1)µ = k +A. Hence, (ρ− 1)µ(µ+ 1) = k(µ+ 1) +
A(µ+ 1) = k(2µ+ 1).

Since 2µ + 1 and µ(µ + 1) are relatively prime, it follows that ρ − 1 =
(2µ+ 1)L and k = µ(µ+ 1)L for some L. Thus r = 9 + (2µ+ 1)L.

The type turns out to be

[2(µ+ 1) ∗ 3(µ+ 1) + µ(µ+ 1)L/2, 1; 3r, 2], r = 8 + (2µ+ 1)L.
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2) If tµ = 1 then µ > 2 and (ρ−1)µ = k+A−(µ−2). Thus ρµ = k+A+2,
and

ρµ(µ+ 1) = k(µ+ 1) +A(µ+ 1) + 2(µ+ 1) = (1 + k)(2µ+ 1) + 1.

For example,if µ = 2, B = 1 then the type turns out to be [6 ∗ (10 +
3L), 1; 310+5L].
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4 Class II.

Class II.
We say that the type belongs to Class II, if p = 1.
In this class p = 1, k = w + 2u and k̃ = k − 2 and

0 ≤ Z∗ = −kµ+ ν1A+ (1− µ)g − k̃

= −kµ+ ν1A+ (1− µ)g + 2− k

= ν1(A− k) + (2− ν1)g + 2.

Hence,

k ≤ A+
(2− ν1)g + 2

ν1
. (7)

Thus we obtain the next result.

1. If g > 0, then k ≤ A,

2. If g = 0, then k ≤ A+ 1.

By i we denote A− k. Then i ≥ −1. Moreover,

Z∗ = iν1 + (2− ν1)g + 2 = i(µ+ 1) + (1− µ)g + 2. (8)

4.1 case when i = −1

Assume that k = A+ 1. Then g = 0 and Z∗ = 0. Moreover, Y = 8µ+ k +
A+ 1 = 8µ+ 2k = rµ.

Hence, ρµ = 2k = 2(w + 2u), where w = 3 or 4.

Assume B = 1. Then w = 3 and k = 3 + 2u. Further, σ = 2µ + 3, e =
3µ+ 4 + u, r = ρ+ 8

Here are many examples.

For example, if ρ = 1, then

µ = 2(3 + 2u) = 6 + 4u.

Thus ν1 = 7 + 4u, σ = 15 + 8u, e = 22 + 13u. Therefore, the type becomes
[(15 + 8u) ∗ (22 + 13u), 1; (7 + 4u)9].
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If ρ = 2, then r = 10 and by µ = 3+2u , we obtain ν1 = 4+2u, σ = 9+
4u, e = 13+7u. Therefore, the type becomes [(9+4u)∗(13+7u), 1; (4+2u)10].

If ρ = 3, then r = 11 by 3µ = 6 + 4u we get 3(µ − 2) = 4u and so
µ − 2 = 4L and u = 3L for some integer L. Therefore, the type turns out
to be [(7 + 8L) ∗ (10 + 15L), 1; (3 + 4L)11].

If ρ = 4,then 4µ = 6 + 4u, which has no solution.

If ρ = 5,then r = 13 by 5µ = 6 + 4u we get 5(µ − 2) = 4(u − 1). Thus
µ = 2 + 4L, u = 1 + 5L.

Therefore, the type turns out to be [(7+ 8L) ∗ (11+ 17L), 1; (3+ 4L)13].
And so on.

4.2 case when i ≥ 0

If k ≤ A then i = A− k ≥ 0. Moreover,

Z∗ = µ(i− g) + i+ g + 2,

and
Y = 8µ+ 2k + i = 8µ+ 2w + 4u+ i.

4.3 case when i = 0

Suppose that i = 0; hence k = A and

Z∗ = (1− µ)g + 2. (9)

Thus, (1− µ)g + 2 ≥ 0 induces that g ≤ 3.

4.3.1 case when g = 0

Assume that g = 0. Then
Z∗ = µ+ 1.

From 2(µ− 2) = 2µ− 4 ≤ Z∗ = µ+ 1, it follows that µ ≤ 5.

µ = 5
Suppose that µ = 5.Then ν1 = 6, σ = 12 + 1 = 13. Moreover, Z∗ = 6

and by definition Z∗ = 4y1 + 6y2.
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From 4y1 + 6y2 = 6, it follows that y1 = 0, y2 = 1. Hence, y2 = t3 = 1.
Furthermore,

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = (r − 1) · µ+ 2.

Thus
5(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 2k − 1. (10)

Assume that B = 1.
Since k = 3 + 2u, we obtain

5 · (ρ− 1) = 7 + 4u− 2 = 5 + 4u.

Thus 5 · (ρ− 2) = 4u. Hence, ρ− 2 = 4L and u = 5L for some L. ρ = 4L+2
and u = 5L for some L. Then r = 10 + 4L and so the type becomes
[13 ∗ (19 + 5L), 1; 69+4L, 3].

Assume that B = 0. Then k = 4 + 2u, 5(ρ − 4) = 4(u − 2); hence,
ρ− 4 = 4L, u− 2 = 5L and the type becomes [13 ∗ (15 + 5L); 611+4L, 3].

µ = 4
From Z∗ = µ + 1 = 5, it follows that Z∗ = 3y1 + 4y2 = 5. We have no

solution.

µ = 3
Suppose that µ = 3.Then ν1 = 4, σ = 8 + 1 = 9. Moreover, Z∗ = 4

and by definition Z∗ = 2y1. From y1 = 2, it follows that y1 = t2 + t3 = 2.
Furthermore,

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = (r − 1) · µ+ t2 + 2t3.

Thus

3(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 2k + 1− (t2 + 2t3) = 2k − 1− t3, (11)

where t3 = 0, 1, 2.
Assume that B = 1. Then e = σ + 4 + u. Since k = 3 + 2u, we obtain

3(ρ− 1) = 5 + 4u− t3.

If t3 = 0 then 3(ρ − 1) = 5 + 4u. Since 3(ρ − 5) = 4(u − 1), it follows
that u = 1 + 3L and ρ = 5 + 4L for some L.

The type becomes [9 ∗ (13 + 3L), 1; 411+4L, 22].
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If t3 = 1 then 3(ρ−2) = 4u+4. It follows that u = 3L−1 and ρ = 2+4L
for some L.

The type becomes [9 ∗ (12 + 3L), 1; 48+4L, 22].

If t3 = 0 then 3(ρ − 2) = 4u + 3. Since 3(ρ − 3) = 4u it follows that
u = 3L and ρ = 2 + 4L for some L.

The type becomes [9 ∗ (13 + 3L), 1; 49+4L, 32].
Assume that B = 0. Then e = σ + u.
Omitted.

µ = 2
Suppose that µ = 2.Then ν1 = 3, σ = 6+1 = 7. Moreover, Z∗ = 2+1 =

3 and by definition Z∗ = y1. From y1 = 2, it follows that y1 = t2 = 3.
Furthermore,

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = (r − 3) · µ+ 3.

Thus
3(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 2k + 1− 3. (12)

Assume that B = 1. Then e = σ + 3 + u. Since k = 3 + 2u, it follows
that 2(ρ− 3) = 4u+ 4. Thus ρ− 3 = 4L, u+ 1 = 2L for someL. Hence,the
type becomes [7 ∗ (10 + u), 1; 310+2u, 22].

4.3.2 case when g = 1

Assume that g = 1. Then k = A and g = 1; hence, Z∗ = 2.
By 2 = Z∗ ≥ µ− 1, we obtain µ ≤ 3.

µ = 3
Then 2 = Z∗ = 2(t2 + t3), which implies that t2 + t3 = 1 ,where t3 ≤ 1.
By Y = 8 · µ+ 2k = (r − 1)µ+ t2 + 2t3 = (r − 1)µ+ 1 + t3, we obtain

3(ρ− 1) = (ρ− 1)µ = 2k − 1− t3.

By p = 1 we get k = w + 2u.
Suppose that B = 1. Then w = 3 and

3(ρ− 1) = (ρ− 1)µ = 2(3 + 2u)− 1− t3 = 5 + 4u− t3.

If t3 = 0 then 3(ρ − 1) = 5 + 4u; thus 3(ρ − 4) = 4(u − 1). Hence,
u = 1 + 3L, ρ = 4 + 4L.
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If t3 = 0 then 3(ρ − 2) = 4u + 3. Since 3(ρ − 3) = 4u it follows that
u = 3L and ρ = 2 + 4L for some L.

The type becomes [9 ∗ (14 + 3L), 1; 49+4L, 2].
If t3 = 1 then 3(ρ− 2) = 4u+ 4. Hence, u = 3L− 1 and ρ = 1 + 4L for

some L.
The type becomes [9 ∗ (12 + 3L), 1; 48+4L, 3].

µ = 2
Then 2 = Z∗ = t2, which implies that t2 = 2.
By Y = 8 · µ+ 2k = (r − 2)µ+ 2, we obtain

2(ρ− 2) = (ρ− 2)µ = 2k − 2.

Thus ρ− 2 = k − 1 = w + 2u− 1.
If B = 1 then ρ = 3 + 2u + 1; hence, r = 12 + 2u. The type becomes

[7 ∗ (10 + u), 1; 310+2u, 22].

4.3.3 case when g = 2

Assume that g = 2. Then
Z∗ = 3− µ.

By Z∗ ≥ 0, we get µ ≤ 3.
If µ = 3 then Z∗ = 0 and 3ρ = 2k − 1.
It is easy to see that whenB = 1, the type becomes [9∗(14+3L), 1; 411+4L]

for some L ≥ 0.
Similarly, if µ = 2 then Z∗ = 1 and ρ = k.
It is easy to see that whenB = 1, the type becomes [7∗(10+u), 1; 310+2u, 2]

for some u ≥ 0.

4.3.4 case when g = 3

Assume that g = 3. Then µ = 2 and σ = 7. Thus, Z∗ = (1 − µ)2 + 2 = 0.
Hence, if B = 1 then the type becomes [7∗(10+u), 1; 310+2u] for some u ≥ 0.

4.4 case when i = 1

Suppose that A = k + 1. Then

0 ≤ Z∗ = µ(1− g) + 3 + g.

Thus,

g ≤ µ+ 3

µ− 1
= 1 +

4

µ− 1
≤ 5.
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4.4.1 case when g = 0

Assume that g = 0. Then
Z∗ = 2µ+ 2.

By Z∗ = 2µ+ 2 ≥ 3µ9, we get µ ≤ 11.
µ = 11
Suppose that µ = 11. Then ν1 = 12 , σ = 25 and

Z∗ = 2µ+ 2 = 24,Z∗ = 10y1 + 18y2 + 24y3 + · · · .

Hence, y1 = y2 = 0, y3 = t4 + t9 = 1 and we obtain

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = (r − 1) · µ+ 3t4 + 8t9.

Thus,
11(ρ− 1) = 2k + 2− 3− 5t9.

Assume that B = 1. Then e = σ + 12 + u.
If t9 = 1 then 2k + 2− 3− 5t9 = 8 + 4u− 8 = 4u. From 11(ρ− 1) = 4u,

it follows that u = 11L, ρ = 1 + 4L. Hence, the type becomes [25 ∗ (37 +
11L), 1; 128+4L, 9].

If t4 = 1 then 2k + 2 − 3 − 5t9 = 5 + 4u. From 11(ρ − 1) = 45 + u, it
follows that u = 7 + 11L, ρ = 4 + 4L. Hence, the type becomes [25 ∗ (44 +
11L), 1; 1211+4L, 4].

µ = 7
Suppose that µ = 7. Then ν1 = 8 and σ = 17.

Z∗ = 16,Z∗ = 6y1 + 10y2 + 12y3 + · · · .

Hence, y1 = y2 = 1, y3 = 0 and we obtain t2 + t7 = t3 + t6 = 1. Therefore,

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = (r − 2)µ+ t2 + 6t7 + 2t3 + 5t6.

Thus
7(ρ− 2) = 2k − 1− 3t6 − 5t7 = .

Assuming B = 1, we get k = 3 + 2u, e = 17 + 8 + u. Hence,

7(ρ− 2) = 5 + 4u− 3t6 − 5t7.

If t6 = t7 = 0 then 7(ρ− 2) = 5+ 4u. By 7(ρ− 5) = 4(u− 4) we obtain ρ =
5+4L, u = 4+7L. Hence, the type becomes [17 ∗ (25+11L), 1; 811+4L, 3, 2].
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If t6 = 0, t7 = 1 then 7(ρ − 2) = 4u. We obtain ρ = 2 + 4L, u = 7L.
Hence, the type becomes [17 ∗ (25 + 11L), 1; 88+4L, 7, 3].

µ = 5
Suppose that µ = 5. Then ν1 = 6 and σ = 13.

Z∗ = 12,Z∗ = 4y1 + 6y2.

Hence, 1) y1 = 3, y2 = 0 or 2) y1 = 0, y2 = 2.
1). y1 = t2 + t5 = 3, y2 = t3 + t4 = 0.
Therefore,

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = (r − 3)µ+ t2 + 4t5.

Thus
5(ρ− 3) = 2k − 1− 3t5.

Assuming B = 1, we get k = 3 + 2u, e = 13 + 5 + u. Hence,

7(ρ− 2) = 5 + 4u− 3t5.

If t5 = 0 then t2 = 3 and 5(ρ − 2) = 2 + 4u. By 5(ρ − 5) = 4(u − 2)
we obtain ρ = 5 + 4L, u = 2 + 5L. Hence, the type becomes [13 ∗ (21 +
5L), 1; 610+4L, 5, 22].

If t5 = 1 then t2 = 2 and 5(ρ − 2) = 2 + 4u. By 5(ρ − 5) = 4(u − 2)
we obtain ρ = 5 + 4L, u = 2 + 5L. Hence, the type becomes [13 ∗ (21 +
5L), 1; 610+4L, 5, 22].

If t5 = 2 then t2 = 1 and 5(ρ − 3) = 4u − 1. By 5(ρ − 2) = 4(u + 1)
we obtain ρ = 2 + 4L, u = 5L − 1. Hence, the type becomes [13 ∗ (12 +
5L), 1; 67+4L, 52, 2], L > 0

If t5 = 3 then t2 = 0 and 5(ρ − 3) = 4u − 4. Hence, the type becomes
[13 ∗ (20 + 5L), 1; 68+4L, 53].

µ = 4
Suppose that µ = 4. Then ν1 = 5 and σ = 11.

Z∗ = 10,Z∗ = 3y1 + 4y2.

Then y1 = 2, y2 = 1.
Hence, the type becomes [11 ∗ (16 + u), 1; 59+u, 3, 22].
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µ = 3
Suppose that µ = 3. Then ν1 = 4 and σ = 9.

Z∗ = 8,Z∗ = 2y1.

Thus, y1 = t2 + t3 = 4 and

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = (r − 4)µ+ t2 + 2t3 = (r − 4)µ+ 4 + t3.

Thus
4(ρ− 4) = 2k − 2− t3.

If B = 1 then k = 3 + 2u and 4(ρ− 4) = 4u+ 4− t3.
µ = 2
Suppose that µ = 2. Then ν1 = 3 and σ = 7.

Z∗ = 6,Z∗ = y1 = t2.

Hence, the type becomes [7 ∗ (10 + u), 1; 39+2u, 26].

4.4.2 case when g = 1

Assume that g = 1.

Z∗ = µ+ 3.

By µ+ 3 = Z∗ ≥ 2µ− 4, we obtain µ ≤ 7.

µ = 7
Then Z∗ = 10 = 6y1 + 10y2, y2 = t3 + t6 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 2t3 + 5t6 + (r − 1)µ = 2 + 3t6 + (r − 1)µ.

Hence,

7(ρ− 1) = 2k − 1− 3t6 = 2(3 + 2u)− 1− 3t6 = 5 + 4u− 3t6. (13)

We have the following two cases:
1) t6 = 0.
Then t3 = 1 and 7(ρ− 4) = 4(u− 4). Thus, ρ− 4 = 4L, u− 4 = 7L.
Therefore, the type becomes [17 ∗ (29 + 7L), 1; 811+4L, 3].

2) t6 = 1.
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Then t3 = 0 and 7(ρ− 3) = 4(u− 3). Thus, ρ− 3 = 4L, u− 3 = 7L.
Therefore, the type becomes [17 ∗ (28 + 7L), 1; 810+4L, 6].

µ = 6
Then Z∗ = 9 = 5y1 + 8y2 + 9y3, y3 = t4 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 3 + (r − 1)µ.

Hence,
6(ρ− 1) = µ(ρ− 1) = 2k − 2 = 4(u+ 1). (14)

Therefore, ρ− 1 = 2L, u+ 1 = 3L for some L.
The type becomes [15 ∗ (21 + 3L), 1; 78+2L, 4].

µ = 5
Then Z∗ = 8 = 4y1 + 6y2, y1 = t2 + t5 = 2 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 2 + 3t5 + (r − 2)µ.

Hence,
5(ρ− 2) = µ(ρ− 2) = 5 + 4u− 3t5. (15)

t5 = 0
Then t2 = 2 and 5(ρ− 3) = 4u. Thus, ρ− 3 = 4L, u = 5L.
Therefore, the type becomes [13 ∗ (19 + 5L), 1; 69+4L, 22].

t5 = 1
Then t2 = 1 and 5(ρ− 2) = 2 + 4u. Thus, ρ− 4 = 4L, u = 2 + 5L.
Therefore, the type becomes [13 ∗ (21 + 5L), 1; 610+4L, 5, 2].

t5 = 2
Then t2 = 0 and 5(ρ− 2) = 4u− 1. Thus, ρ− 5 = 4L, u = 4 + 5L.
Therefore, the type becomes [13 ∗ (23 + 5L), 1; 611+4L, 52].

µ = 4
Then Z∗ = 7 = 3y1 + 4y2, y1 = t2 + t4 = y2 = t3 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 3 + 2t4 + (r − 2)µ = 3.

Hence,
4(ρ− 2) = µ(ρ− 2) = 2k − 2− 2t4 = 4 + 4u− 2t4. (16)
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t4 = 0
Then t2 = 1 and ρ− 2 = u+ 1. Thus, ρ = u+ 11, e = 16 + u.
Therefore, the type becomes [11 ∗ (16 + u), 1; 5u+9, 3, 2].
The case whent4 = 1 does not occur.

µ = 3
Then Z∗ = 6 = 2y1, y1 = t2 + t3 = 3 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = t2 + 2t3 + (r − 3)µ = 3 + t3 + (r − 3)µ.

Hence,

3(ρ− 3) = µ(ρ− 3) = 2k − 2− t3 = 2(3 + 2u)− 2− t3 = 4 + 4u− t3. (17)

t3 = 0. Then 3(ρ− 3) = 4(u+ 1). Thus, ρ− 3 = 4L, u = 3L− 1.
Therefore, the type becomes [9 ∗ (12 + 3L), 1; 48+4L, 23].

t3 = 1. Then t2 = 2, 3(ρ− 4) = 4u. Thus, ρ− 4 = 4L, u = 3L.
Therefore, the type becomes [9 ∗ (13 + 3L), 1; 49+4L, 3, 22].

t3 = 2. Then t2 = 1, 3(ρ− 5) = 4(u− 1). Thus, ρ− 5 = 4L, u = 1 + 3L.
Therefore, the type becomes [9 ∗ (14 + 3L), 1; 410+4L, 32, 2].

t3 = 3. Then t2 = 0, 3(ρ− 6) = 4(u− 2). Thus, ρ− 6 = 4L, u = 2 + 3L.
Therefore, the type becomes [9 ∗ (15 + 3L), 1; 411+4L, 33].

µ = 2
Then Z∗ = 5 = y1, y1 = t2 = 5 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 5 + (r − 5)µ.

Hence, r = 14 + 2u, e = 10 + u.
Therefore, the type becomes [7 ∗ (10 + u), 1; 39+2u, 25].

4.4.3 case when g = 2

Assume that g = 2. Then
Z∗ = 4.

By Z∗ = 4 ≥ µ− 1, we get µ ≤ 5.
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µ = 5
Then ν1 = 6 and Z∗ = 4 = 4y1 + 6y2, y1 = t2 + t5 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1− 1 = 1 + 3t5 + (r − 1)µ.

Hence,
5(ρ− 1) = µ(ρ− 1) = 2k − 1− 3t5 = 5 + 4u− 3t5. (18)

t5 = 0
Then ν1 = 6 and 5(ρ− 1) = 5 + 4u. Therefore, ρ− 3 = 4L, u = 2 + 5L.
In this case, the type becomes [13 ∗ (19 + 2 + 5L), 1; 610+4L, 5].

t5 = 1
Then ν1 = 6 and 5(ρ− 1) = 2 + 4u. Therefore, ρ− 2 = 4L, u = 5L.
In this case, the type becomes [13 ∗ (19 + 5L), 1; 69+4L].

µ = 4
Then ν1 = 5 and Z∗ = 4 = 3y1 + 4y2, y2 = t3 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k + 1− 1 = 2 + (r − 1)µ.

Hence,
5(ρ− 1) = µ(ρ− 1) = 2 + (r − 1)u. (19)

4.4.4 case when g = 3

Assume that g = 3. Then
Z∗ = 5− µ.

When Z∗ = 5− µ = 0, µ = 5, ν1 = 6 and Y = 8 · µ+ 2k + 1− 2 = r · µ.
The type becomes [13 ∗ (19 + 5L), 1; 69+4L].
Conversely, if the pair has this type, g = 3, A = 4 ∗ 10L, k = 3 + 10L.

When Z∗ > 0 ,5− µ ≥ µ− 1. Hence µ ≤ 3.

µ = 3.
By Z∗ = 2 = 2y1 = 2(t2+t3), we get t2+t3 = 1 and 3(ρ−1) = 4+4u−t3.

t3 = 0. Then σ = 9, e = 12+3L, r = 9+4L. The type becomes [9∗ (12+
5L), 1; 48+4L, 2].
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t3 = 1. Then σ = 9, e = 13 + 3L, r = 9 + 4L. When B = 1 ,the type
becomes [9 ∗ (13 + 3L), 1; 48+4L, 3].

µ = 2.
By Z∗ = 3 = t2, we get t2 = 3 and 2(ρ− 3) = 2k − 4.
When B = 1 ,the type becomes [7 ∗ (10 + u), 1; 39+2u, 23].

4.4.5 case when g = 4

Assume that g = 4. Then Z∗ = −2µ+ 6. Hence, 1) µ = 3 or 2) µ = 2.

1) µ = 3. Then ν1 = 4 and Z∗ = 0.
Moreover, Y = 8 · µ + 2k + 1 − 3 = r · µ. Hence, ρµ = 2k − 2. If B = 1

then 3ρ = 4(1 + u).
Thus, ρ = 4L, 1 + u = 3L, for some L. The type becomes [9 ∗ (12 +

3L), 1; [48+4L].

2) µ = 2. Then ν1 = 3 and Z∗ = 2 = t2.
Moreover, Y = 8 · µ + 2k + 1 − 3 = (r − 2) · µ + 2. Hence, (ρ − 2)µ =

2k − 4. Thus ρ = k. If B = 1 then ρ = k = 3 + 2u. The type becomes
[7 ∗ (10 + u), 1; 39+2u, 22].

4.4.6 case when g = 5

Assume that g = 5. Then µ = 2 and Z∗ = 1.
Moreover, Y = 8 · µ+ 2k + 1− 4 = (r − 1) · µ+ 1.
Hence, (ρ − 1)µ = 2k − 4. If B = 1 then the type becomes [7 ∗ (10 +

u), 1; 39+2u, 2].

4.4.7 case when g = 6

Assume that g = 6. Then µ = 2 and Z∗ = 0.
Moreover, Y = 8 · µ + 2k + 1 − 5 = r · µ. Hence, ρµ = 2k − 4. If B = 1

then the type becomes [7 ∗ (10 + u), 1; 39+2u].

5 Class IIIa.

Class IIIa. We say that the type belongs to Class IIIa, if p = 2 and B =
1, u = 0.
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Then k = 6, k̃ = 4 and

Z∗ = ν1(A− k) + (1− µ)g + 2. (20)

Thus we obtain the next result.

1. If g > 0, then k ≤ A,

2. if g = 0, then k ≤ A+ 1.

5.1 case when i = −1

In the case when k = A+ 1, we get g = 0 and

Z∗ = ν1(A− k) + (1− µ)g + 2 = −ν1 − (1− µ) + 2 = 0.

From Y = 8µ + k + A − g = 8µ + 2k and Y = rµ, it follows that
ρµ = 2k = 12.
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Table 1:

ρ r µ ν1 σ e ν1
r

1 9 12 13 28 41 139

2 10 6 7 16 23 710

3 11 4 5 12 17 511

4 12 3 4 10 14 412

6 14 2 3 8 11 314

The type becomes

1. [28 ∗ 41, 1; 139],

2. [16 ∗ 23, 1; 710],

3. [12 ∗ 17, 1; 511],

4. [10 ∗ 14, 1; 412],

5. [8 ∗ 11, 1; 314].

If the pairs have these types, then k = A− 1.

5.2 case when i = 0

Suppose that k = A. Then

0 ≤ Z∗ = (1− µ)g + 2.

Thus g ≤ 2
µ−1 ≤ 2.

5.2.1 case when g = 0

Assume that g = 0. Then
Z∗ = µ+ 1.

By 2µ− 4 ≤ µ+ 1, we get µ ≤ 5

µ = 5.
Z∗ = 6 and Z∗ = 4y1 + 6y2. Hence, y2 = 1. Thus t3 + t4 = y2 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = (r − 1) · µ+ 2t3 + 3t4.
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Accordingly, 5(ρ−1) = 13−2t3−3t4. Thus t4 = 1, t3 = 0. the type becomes
[14 ∗ 20, 1, 610, 4].

If µ = 4 then Z∗ = 5,Z∗ = 3y1 + y2, which has no solution.

µ = 3.
Then

Z∗ = 4,Z∗ = 2y1.

Hence, y1 = t2 + t3 = 2.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = (r − 2) · µ+ t2 + 2t3.

Accordingly, 3(ρ− 2) = 13− t2 − 2t3. Thus ρ− 2 = 3 and the type becomes
[10 ∗ 14, 1; 411, 32].

µ = 2.
Then

Z∗ = 3,Z∗ = y1 = t2.

Hence, t2 = 3, ρ− 3 = 5 and the type becomes [8 ∗ 11, 1; 313, 23].

5.2.2 case when g = 1

Assume that g = 1. Then Z∗ = 2.
By µ− 1 ≤ Z∗ = 2, we get µ ≤ 3.

µ = 3.
Then Z∗ = 2y1 = 2(t2 + t3). Hence, t2 + t3 = 1 and

Y = 8 · µ+ 2k = (r − 1) · µ+ t2 + 2t3.

Since
(ρ− 1) · µ = 3(ρ− 1) = 13− (t2 + 2t3)

it follows that t2 = 1 and ρ− 1 = 4.

µ = 2.
Then 2 = Z∗ = y1 = t2, and ρ − 2 = 5 and the type becomes [8 ∗

11, 1; 313, 22].
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5.2.3 case when g = 2

Assume that g = 2. Then
Z∗ = 3− µ.

The type becomes [8 ∗ 11, 1; 313, 2].

5.2.4 case when g = 3

Assume that g = 3. Then

Z∗ = (1− µ)g + 2 = 4− 2µ.

The type becomes [8 ∗ 11, 1; 313].

5.3 case when i = 1

Suppose that k = A− 1. Then

Z∗ = 1 + µ+ (1− µ)g + 2.

Then

g ≤ 1 + µ

µ− 1
= 1 +

2

µ− 1
≤ 3.

5.3.1 case when g = 0

Suppose that g = 0. Then
Z∗ = 2µ+ 2.

Define r′ =
∑ν1−1

j=2 tj , where r = r′ + tν1 . Then r′ > 0 by hypothesis.
Suppose that r′ = 1. Then Z∗ = j(µ− j) for some j < µ = ν1− 1 where

µ− j ≥ j. Hence,

µ = j + 2 +
6

j − 2
.

But

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = (j − 1)tj + (µ− j + 1)tµ−j+2 + (r − 1) · µ
= (j − 1) + (µ− 2j + 2)tµ−j+2 + (r − 1) · µ.

Therefore,

(ρ−1) ·µ = 2k+2−(j−1)−(µ−2j+2)tµ−j+2 = 15−j−(µ−2j+2)tµ−j+2.

Following the next table, we obtain a solution j = 5, µ = 9, t6 = 1.
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Table 2:

j − 2 j j + 2 6/(j − 2) µ 2k + 3− j 2k + 1 + j − µ

1 3 5 6 11 12 5
2 4 6 3 9 11 8
3 5 7 2 9 10 9

Thus, ν1 = 10, σ = 22, e = 32. The type becomes [22 ∗ 32, 1; 109, 6].

Assume r′ ≥ 2. Then Z∗ = µ−1+ j(µ− j) for some j < µ = ν−1 where
µ+ 2− j ≥ j. Thus

2µ+ 2 ≥ µ− 1 + j(µ− j).

Hence,
j2 + 3 ≥ (j − 1)µ ≥ 2(j − 1)j.

Therefore, 2j + 3 ≥ j2, which implies j ≤ 3. Moreover,

µ ≤ j2 + 3

j − 1
= j + 1 +

4

j − 1
.

Hence, µ ≤ 7. Then yj = 0 for j > 3.
Let a = y1, b = y2, c = y3. Thus

Z∗ = 2µ+ 2 = a(µ− 1) + 2b(µ− 2) + 3c(µ− 3).

If c > 0 then µ ≥ 6 and

(a+ 2b+ 3c− 2)µ = a+ 4b+ 9c+ 2 ≥ 6(a+ 2b+ 3c− 2).

Hence, 14 ≥ 5a + 8b + 9c , which induces c = 1, b = 0, a = 1. But this
contradicts r′ > 1. Accordingly, c = 0.

If b > 0 then µ ≥ 4.
By (a+ 2b− 2)µ = a+ 4b+ 2 ≥ 4(a+ 2b− 2), we obtain 10 ≥ 3a+ 4b.

Hence, b = 1, 2.
If b = 2 then a = 0 and thus µ = 5. By the way , from

Y = 8 · µ+ 2k + 2 = 2y2(µ− 2) + (r − 2)µ, y2 = t3 + t4 = 2
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it follows that

5(ρ− 2) = (ρ− 2)µ = 2k + 2 · 2− 2t3 − 3t4 = 10− t4.

Therefore, t4 = 0, ρ− 2 = 2. Hence, the type becomes [14 ∗ 20, 1; 610, 32].

If b = 1 then a = 1, 2 and thus µ = 1 + a
6 . Moreover, from Y =

t2 + (µ− 1)tµ + (µ− 2)tµ−1 + (r − 1− a)µ it follows that

(ρ− a− 1)µ = 2k + 2− a− 2− (µ− 2)tµ − (µ− 4)tµ−1.

If a = 1 then µ = 7 and we derive a contradiction.
If a = 2 then µ = 4 and the type becomes [12 ∗ 17, 1; 510, 4, 3, 2].

If b = c = 0 then 2µ+ 2 = a(µ− 1). Hence, µ = 1 + 4
a−2 .

Moreover, from Y = t2 + (µ− 1)tµ + (r − a)µ, it follows that

(ρ− a)µ = 14− a− (µ− 2)tµ.

Table 3:

a− 2 a 4/(a− 2) µ 14− a 14− a− (µ− 2) 14− a− 2(µ− 2)

1 3 4 5 11 8 5
2 4 2 3 10 9 8
4 6 1 2 8 8 8

From this table, the condition that 14− a− (µ− 2)tµ is a multiple of µ
is satisfied we we get 1) a = 3, µ = 5, t5 = 2, 2) a = 4, µ = 3, t3 = 1 or 3)
a = 6, µ = 2, t2 = 6.

1) The type becomes [14 ∗ 20, 1; 69, 4, 52, 2].
2) The type becomes [10 ∗ 14, 1; 411, 4, 3, 23].
3) The type becomes [8 ∗ 11, 1; 312, 26].

5.3.2 case when g = 1

Suppose that g = 1. Then
Z∗ = µ+ 3.

By Z∗ = µ+ 3 ≥ 2µ− 4, we obtain µ ≤ 7.
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µ = 7
Then Z∗ = 10 and Z∗ = 6y1 + 10y2 + 12y3. Hence, y2 = t3 + t6 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 2t3 + 5t6 + (r − 1) · µ = 2 + 3t6 + (r − 1) · µ.

Therefore,

7(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 2k − 1− 3t6 = 11− 3t6.

Here are no solutions.

µ = 6
Then Z∗ = 9 and Z∗ = 5y1 + 8y2 + 9y3. Hence, y3 = t4 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 3t4 + (r − 1) · µ = 3 + (r − 1) · µ.

Therefore,
6(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 2k − 2 = 10.

Here are no solutions.

µ = 5
Then ν1 = 6,Z∗ = 8 and Z∗ = 4y1 + 6y2. Hence, y1 = t2 + t5 = 2.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = t2 + 4t5 + (r − 1) · µ = 2 + 3t5 + (r − 2) · µ.

Therefore,
5(ρ− 2) = (ρ− 2) · µ = 11− 3t5.

Then t5 = 2 and ρ − 2 = 1. Hence, r = 11 , σ = 12 + 2 = 14, e = 14 + 6.
Hence, the type becomes [14 ∗ 20, 1; 69, 52].

µ = 4
Then ν1 = 5,Z∗ = 7 and Z∗ = 3y1 + 4y2. Hence, y1 = t2 + t4 = 1, y2 =

t3 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = t2 + 3t4 + 2 + (r − 2) · µ = 3 + 2t4 + (r − 2) · µ.

Therefore,
4(ρ− 2) = (ρ− 2) · µ = 10− 2t4.

Then t4 = 1 and ρ−2 = 2. Hence, r = 12 , σ = 10+2 = 12, e = 12+5 = 17.
Hence, the type becomes [12 ∗ 17, 1; 510, 4, 3].
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µ = 3
Then ν1 = 4,Z∗ = 6 and Z∗ = 2y1. Hence, y1 = t2 + t3 = 3.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = t2 + 2t3 + (r − 3) · µ = 3 + t3 + (r − 3) · µ.

Therefore,
3(ρ− 3) = (ρ− 3) · µ = 10− t3.

Then t3 = 1 and ρ− 3 = 3. Hence, r = 14 , σ = 8+2 = 10, e = 10+ 4 = 14.
Hence, the type becomes [10 ∗ 14, 1; 410, 3, 22].

µ = 2
Then ν1 = 3,Z∗ = 5 and Z∗ = y1. Hence, y1 = t2 = 5.

Y = 8 · µ+ 2k + 1 = 5 + (r − 5) · µ.

Therefore,
2(ρ− 5) = (ρ− 5) · µ = 8.

Then ρ − 5 = 4. Hence, r = 17 , σ = 6 + 2 = 8, e = 11. Hence, the type
becomes [8 ∗ 11, 1; 313, 25].

5.3.3 case when g = 2

Suppose that g = 2. Then Z∗ = 4 ≥ µ− 1. Hence, 5 ≥ µ.

µ = 5
Then ν1 = 6 and Z∗ = 4y1 + 6y2. Hence, y1 = t2 + t5 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k = t2 + 4t5 + (r − 1) · µ = 1 + 3t5 + (r − 1) · µ.

Therefore,
5(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 11− 3t5.

Here are no solutions.

µ = 4
Then ν1 = 5 and 4 = Z∗ = 3y1 + 4y2. Hence, y2 = t3 = 1.

Y = 8 · µ+ 2k = t2 + 2t3 + (r − 1) · µ = 2 + (r − 1) · µ.

Therefore,
4(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 10.
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Here are no solutions.

µ = 3
Then ν1 = 4 and 4 = Z∗ = 2y1. Hence, y1 = t2 + t3 = 2.

Y = 8 · µ+ 2k = t2 + 2t3 + (r − 2) · µ = 2 + t3 + (r − 2) · µ.

Therefore,
3(ρ− 1) = (ρ− 1) · µ = 10− t3.

Then t3 = 1, ρ− 1 = 3; ρ = 5. Hence, the type becomes [10 ∗ 14, 1; 411, 3, 2].

µ = 2
Then ν1 = 3 and 4 = Z∗ = y1. Hence, y1 = t2 = 4.

Y = 8 · µ+ 2k = 4 + (r − 4) · µ.

Therefore,
2(ρ− 4) = (ρ− 4) · µ = 12− 4 = 8.

Then ρ− 4 = 4; ρ = 8. Hence, the type becomes [8 ∗ 11, 1; 312, 24].

5.3.4 case when g = 3

Suppose that g = 3. If Z∗ ̸= 0, then Z∗ = 5− µ ≥ µ− 1. Hence, 3 ≥ µ.
Otherwise, Z∗ = 0 ; µ = 5.
If µ = 3 then the type becomes [10 ∗ 14, 1; 411, 3].

5.3.5 case when g = 4

Suppose that g = 4. Then Z∗ = 6− 2µ ≥ µ− 1. Hence, 3 ≥ µ.
If µ = 2 then the type becomes [8 ∗ 11, 1; 312, 22].
If µ = 3 then 3µ = 2k − 2 = 10. A contradiction.

6 Class IIIb.

Class IIIb. We say that the type belongs to Class IIIb if p ≥ 2 except for
the condition of Class IIIa.

Then i = A− k ≥ 0 and q̃ = k̃ − k ≥ 0. Thus,

1. Y = 8µ+ k +A1 = 8µ+ 2k + i− g,

2. X = 8µ2 + 2kµ+ q̃ − i− g.

32



Therefore,
Z∗ = i(µ+ 1) + (1− µ)g − q̃.

Putting ĩ = i− g, we get i+ g = ĩ+ 2g and so Y = 8µ+ 2k + ĩ. Hence,

Z∗ = ĩ(µ+ 1) + 2g − q̃.

Since q̃ ≥ 0, it follows that

ĩ(µ+ 1) + 2g = Z∗ + q̃ ≥ 0.

Therefore,
(i− g)ν1 = ĩ(µ+ 1) ≥ −2g.

Thus,
(µ+ 1)i ≥ (µ− 2)g.

Suppose that g ≥ 0. Then

i(µ+ 1)

µ− 1
≥ g.

If i = 0 then g = 1.
If i = 1 then g ≤ 4.

6.1 case when g = 2

Suppose that g = 3;thus g = 2 and ĩ = i − g = 1 − 2 = −1. By ν1
ν1−2 =

µ+1
µ−1 ≥ g = 2, we get µ ≤ 3.

µ = 3
Then ν1 = 4 and

Z∗ = ĩ(µ+ 1) + 2g − q̃ = −4 + 4− q̃ = −q̃.

Therefore, q̃ = 0 and Z∗ = 0.
Hence, 3ρ = ρµ = 2k + ĩ = 2k − 1. But from q̃ = 0, it follows that 1)

k = 8, p = 2 or 2) k = 9, p = 3. Thus,k = 8, p = 2 and 3ρ = 15, which
implies that ρ = 5, r = 13.

If B = 1 then u = 1, σ = 8+ 2 = 10 and e = 10+ 4+ 1 = 15. Therefore,
the type becomes [10 ∗ 15, 1; 413].

If B = 0 then u = 0, σ = 8 + 2 = 10 and e = 10. Therefore, the type
becomes [10 ∗ 10; 413].
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µ = 2
Then ν1 = 3 and

Z∗ = ĩ(µ+ 1) + 2g − q̃ = −3 + 4− q̃ = 1− q̃.

Therefore, either A) q̃ = 0 and Z∗ = 1 or B) q̃ = 1 and Z∗ = 0.

A) q̃ = 0 and Z∗ = 1.
If q̃ = 0 then Z∗ = 1. Hence, t2 = 1 and Y = (r − 1)µ+ 1 = 8µ+ 2k +

1−g = 8µ+2k−1. Therefore, 2(ρ−1) = 2k−2 and ρ = k. But from q̃ = 0,
it follows that 1) k = 8, p = 2 or 2) k = 9, p = 3.

1) IfB = 1 then u = 1, ρ = k = 8 and σ = 6+2 = 8 and e = 8+3+1 = 12.
Therefore, r = 16 and the type becomes [8 ∗ 12, 1; 315, 2].
If B = 0 then u = 0, ρ = k = 8 and σ = 6 + 2 = 8 and e = 8.
Therefore, r = 16 and the type becomes [8 ∗ 8; 315, 2].
2) k = 9, p = 3, B = 1, u = 0. Then ρ = k = 9 and σ = 6 + 3 = 9 and

e = 9 + 3 = 12. Therefore, r = 17 and the type becomes [9 ∗ 12, 1; 316, 2].

B) q̃ = 1
From q̃ = 1, it follows that k(p− 1)− 2p2 = 1. Thus,

k = 2(p+ 1) +
3

p− 1
.

Thus p− 1 = 1 or 3.
If p = 2 then k = 9. But k − wp = 9− 2w = 2u, a contradiction.
If p = 4 then k = 11. But k − wp = 11− 4w = 2u, a contradiction.

6.2 case when g = 1

Suppose that g = 2;thus g = 1 and ĩ = i− g = 1− 1 = 0. Then

Z∗ = 2− q̃.

Therefore q̃ = 2 or 1 or 0.

6.2.1 case when q̃ = 2

If q̃ = 2 then Z∗ = 0. From q̃ = 2, it follows that k(p− 1)− 2p2 = 2. Thus,

k = 2(p+ 1) +
4

p− 1
.
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Table 4:

p 2(p+ 1) 4/(p− 1) k (k − 3p)/2 (k − 4p)/2

2 6 4 10 2 1
3 8 2 10 0.5 -1
5 12 1 13 -1 -3.5

Thus we get the next table.
Thus, p = 2, k = 10. If B = 1 then u = 2 and if B = 0 then u = 1. From

Y = 8µ+ 2k + i− g = 8µ+ 2k = rµ.

it follows that ρµ = 2k = 20.

Table 5: B = 1, u = 2

ρ µ ν1 σ e r

1 20 21 44 67 9
2 10 11 24 37 10
4 5 6 14 22 12
5 4 5 12 19 13
10 2 3 8 13 18

Table 6: B = 0, u = 1

ρ µ ν1 σ e r

1 20 21 44 45 9
2 10 11 24 25 10
4 5 6 14 15 12
5 4 5 12 13 13
10 2 3 8 9 18
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6.3 case when g = 3

Suppose that g = 4;thus g = 3 and ĩ = i − g = 1 − 3 = −2. Then since
ν1i
ν1−2 ≥ g = 3, it follows that ν1 = 3. Hence,

Z∗ = ĩ(µ+ 1) + 2g − q̃ = −2 · 3 + 6− q̃ = −q̃.

Therefore, q̃ = 0 and Z∗ = 0. Hence, ρµ = 2ρ = 2k − 2; so ρ = k − 1.
By q̃ = k̃ − k = 0, we get either 1) p = 2, k = 8 or 2) p = 3, k = 9.

If p = 2, k = 8 then ρ = k − 1 = 7 and ν1 = 3.
If B = 1 then σ = 6 + 2 = 8, u = 1 and e = 8 + 3 + 1. Hence the type

becomes [8 ∗ 12, 1; 315].
If B = 0 then σ = 6 + 2 = 8, u = 0 and e = 8. Hence the type becomes

[8 ∗ 8; 315].

If p = 3, k = 9 then ρ = k− 1 = 8 and ν1 = 3 and moreover,σ = 6+ 3 =
9, u = 1 and e = 9 + 3 =. Hence the type becomes [9 ∗ 12, 1; 316].

6.3.1 case when q̃ = 1

As was shown before, this case does not occur.

6.3.2 case when q̃ = 0

If q̃ = 0 then 1) k = 8, p = 2 or 2)k = 9, p = 3. Moreover, Z∗ = 2 − q̃ = 2.
Since Z∗ ≥ µ− 1, it follows that µ = 2 or 3.

µ = 2.
Then ν1 = 3 and Z∗ = t2. Hence, t2 = 2 and

Y = 8µ+ 2k = 2 + (r − 2)µ.

Hence, (ρ− 2)µ = 2(ρ− 2) = 2k − 2. Thus, ρ = k + 1.
1) k = 8, p = 2. Then ρ = k + 1 = 9; r = 17.
If B = 1 then σ = 6 + 2 , e = 8 + 3 + 1 = 12 and the type becomes

[8 ∗ 12, 1; 315, 22].
2) k = 9, p = 3. Then ρ = k + 1 = 10; r = 18 and σ = 6 + 3 = 9 ,

e = 9 + 3 = 12 and the type becomes [9 ∗ 12, 1; 316, 22].

µ = 3.
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Then ν1 = 4 and Z∗ = 2(t2 + t3). Hence, t2 + t3 = 1. From

Y = 8µ+ 2k = t2 + 2t3 + (r − 1)µ.

Hence, (ρ− 1)µ = 3(ρ− 1) = 2k− (t2 +2t3) = 2k− 1− t3. Thus, 3(ρ− 1) =
2k − 1− t3.

1) k = 8, p = 2. Then 3(ρ − 1) = 2k − 1 − t3 = 15 − t3. Hence, t3 = 0
and t2 = 1, ρ− 1 = 5; r = 14

If B = 1 then σ = 8+2 = 10 , e = 10+4+1 = 15 and the type becomes
[10 ∗ 15, 1; 413, 2].

If B = 0 then σ = 8+2 = 10 , e = 10 and the type becomes [10∗10; 413, 2].

2) k = 9, p = 3, B = 1, u = 0. Then 3(ρ− 1) = 2k − 1− t3 = 17− t3. No
solution.

6.4 case when g = 0

Suppose that g = 1;thus g = 0 and ĩ = i− g = i.
Assume i = 0. Then ĩ = 0 and Z∗ = −q̃.
By q̃ = 0, we have two cases, i.e. 1). k = 8, p = 2, B = 1, 0 and 2).

k = 9, p = 3, B = 1.

Y = 8µ+ 2k = rµ.

Hence, ρµ = 2k.

Table 7: k = 8, p = 2, B = 1

ρ r µ ν1 σ u e

1 9 16 17 36 1 54
2 10 8 9 20 1 30
4 12 4 5 12 1 18
8 16 2 3 8 1 12

6.4.1 case when i = 1

Assume i = 1. Then
Z∗ = µ+ 1− q̃.

If Z∗ ̸= 0, then Z∗ ≥ µ− 1 and hence, q̃ ≤ 2.
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Table 8: k = 8, p = 2, B = 0

ρ r µ ν1 σ u e

1 9 16 17 36 0 36
2 10 8 9 20 0 20
4 12 4 5 12 0 12
8 16 2 3 8 0 8

Table 9: k = 9, p = 3, B = 1

ρ r µ ν1 σ u e

1 9 18 19 41 0 60
2 10 9 10 23 0 33
3 11 6 7 17 0 24
6 14 3 4 11 0 15
9 17 2 3 9 0 12

6.4.2 case when q̃ = 2

Suppose that q̃ = 2. Then k = 10, p = 2 and Z∗ = µ− 1.
Moreover,from Z∗ = y1(µ− 1), it follows that y1 = t2 + tµ = 1 and

Y = 8µ+ 2k + 1 = t2 + (µ− 1)tµ + (r − 1)µ = 1 + (µ− 2)tµ + (r − 1)µ.

Therefore, (ρ−1)µ = 2k− (µ−2)tµ. Since k = 10 and tµ = 0 or 1, it follows
that 1) (ρ− 1)µ = 2k = 20, t2 = 1 or 2) ρµ = 2k + 2 = 22, tµ = 1.

1). From (ρ− 1)µ = 2k = 20, t2 = 1, we obtain the following tables:
Then the types are as follows:

1. [44 ∗ 67, 1; 219, 2],

2. [24 ∗ 37, 1; 1110, 2],

3. [14 ∗ 22, 1; 612, 2],

4. [12 ∗ 19, 1; 513, 2],

5. [8 ∗ 13, 1; 318, 2].
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Table 10: B = 1, u = 2, p = 2

ρ µ ν1 σ e r

2 20 21 44 67 10
3 10 11 24 37 11
5 5 6 14 22 13
6 4 5 12 19 14
11 2 3 8 13 19

Table 11: B = 0, u = 1, p = 2

ρ µ ν1 σ e r

2 20 21 44 45 10
3 10 11 24 25 11
5 5 6 14 15 13
6 4 5 12 13 14
11 2 3 8 9 19

Then the types are as follows:

1. [44 ∗ 45; 219, 2],

2. [24 ∗ 25; 1110, 2],

3. [14 ∗ 15; 612, 2],

4. [12 ∗ 13; 513, 2],

5. [8 ∗ 9; 318, 2].

2). From ρµ = 2k + 2 = 22, tµ = 1, we obtain the following tables:
Then the types are as follows:

1. [48 ∗ 73, 1; 238, 22],

2. [26 ∗ 40, 1; 119, 10],

3. [8 ∗ 13, 1; 318, 2],
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Table 12: B = 1, u = 2, p = 2

ρ µ ν1 σ e r

1 22 23 48 73 9
2 11 12 26 40 10
11 2 3 8 13 19

Table 13: B = 0, u = 1, p = 2

ρ µ ν1 σ e r

1 22 23 48 49 9
2 11 12 26 27 10
11 2 3 8 9 19

Then the types are as follows:

1. [48 ∗ 49; 238, 22],

2. [26 ∗ 27; 119, 10],

3. [8 ∗ 9; 318, 2],

6.4.3 case when q̃ = 1

As was proved before,the case when q̃ = 1 never occur.

6.4.4 case when q̃ = 0

Suppose that q̃ = 0. Then either 1) k = 8, p = 2 or 2) k = 9, p = 3 and
Z∗ = µ+ 1.

If µ ≥ 4 then µ ≥ 4µ+ 1 ≥ 2µ− 4. Thus µ ≤ 5.

µ = 5.
Then Z∗ = µ+1 = 6 and Z∗ = 4y1+6y2. Hence, y1 = 0, y2 = t3+t4 = 1.

Therefore, from

Y = 8µ+ 2k + 1 = 2t3 + 3t4 + (r − 1)µ = 2 + t4 + (r − 1)µ

it follows that 5(ρ− 1) = (ρ− 1)µ = 2k − 1− t4.
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1) k = 8, p = 2.
Then 5(ρ − 1) = 2k − 1 − t4 = 15 − t4. Hence, t4 = 0, t3 = 1. ρ − 1 = 3

and σ = 12 + 2.
If B = 1 then e = 21. The type becomes [14 ∗ 21, 1; 611, 3],
If B = 0 then e = 15. The type becomes [14 ∗ 15; 611, 3],
2) k = 9, p = 3, B = 1.
Then 5(ρ− 1) = 2k − 1− t4 = 17− t4. No solution.

µ = 4.
Then Z∗ = µ+ 1 = 5 and Z∗ = 3y1 + 4y2. No solution.

µ = 3.
Then ν1 = 4 and Z∗ = µ+1 = 4 and Z∗ = 2y1 = 4. Then y1 = t2+t3 = 2.

By
Y = 8µ+ 2k + 1 = t2 + 2t3 + (r − 2)µ = 2 + t3 + (r − 2)µ

we obtain
3(ρ− 2) = 2k − 1− t3.

1) k = 8. Then t3 = 0, t2 = 2 and ρ = 7. Therefore, σ = 10, e = 10+4+1 =
15, r = 15 for B = 1. When B = 1,the type turns out to be [10∗15, 1; 413, 22].
But if B = 0, the type turns out to be [10 ∗ 10;13 , 22].

2) k = 9. Then 3(ρ − 2) = 2k − 1 − t3 = 17 − t3. Hence, t3 = 2, t2 = 0
and ρ = 7. σ = 11, e = 11 + 4 = 15, r = 15 for B = 1, u = 0.

6.4.5 case when Z∗ = 0

Suppose that Z∗ = 0. Then 0 = Z∗ = µ + 1 − q̃. Hence, µ + 1 = q̃ =
k(p− 1)− 2p2. Thus

µ+ 1 = k(p− 1)− 2p2 (21)

By Y = 8µ+ 2k + 1 = rµ, we obtain

ρµ = 2k + 1. (22)

Hence,
ρµ+ ρ = k(ρp− ρ)− 2ρp2.

Therefore,
2k + 1 + ρ = k(ρp− ρ)− 2ρp2.

Hence,
1 + ρ+ 2ρp2 = k(ρp− ρ− 2). (23)

This implies that ρ is odd.
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6.4.6 case when ρ = 1

Suppose that ρ = 1.Then 2 + 2p2 = k(p− 3). Hence, p ≥ 4 and

k = 2(p+ 3) +
20

p− 3
.

Table 14: B = 1

p k u µ ν1 σ e

4 34 11 69 70 144 225
7 25 2 51 52 111 165
8 26 1 53 54 116 171

Then the types are as follows:

1. [144 ∗ 225, 1; 709],

2. [111 ∗ 165, 1; 529],

3. [116 ∗ 171, 1; 549],

Table 15: B = 0

p k µ ν1 σ e

4 34 69 70 144 162
5 26 53 54 113 119

Then the types are as follows:

1. [144 ∗ 162; 709],

2. [113 ∗ 119; 549].

6.4.7 case when ρ = 3

Suppose that ρ = 3. Then

6p2 + 4 = k(3p− 5).
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Since 6p2+4 = (3p−5)(2p+3)+p+19, it follows that k = 2p+3+m,m =
p+19
3p−5 .

If p = 2 then m = 21 and k = 28. From 3µ = ρµ = 2k + 1 = 57, it
follows that µ = 19; thus ν1 = 20, σ = 40 + 2 = 42.

If B = 1 then u = 11 and e = 42 + 20 + 11 = 73 ; the type becomes
[42 ∗ 73, 1; 2011].

If B = 0 then u = 10 and e = 42 + 10 = 52 ; the type becomes
[42 ∗ 52; 2011].

If m = 2 then p = 19
5 , a contradiction. Thus m ≥ 3. Hence, p + 19 ≥

3(3p− 5). So, p ≤ 4. But p = 3 and p = 4 cannot be solutions.

6.4.8 case when ρ ≥ 5

Suppose that ρ ≥ 5. From k ≥ 3p, it follows that

1 + ρ+ 2ρp2 = k(ρp− ρ− 2) ≥ 3p(ρp− ρ− 2) = 3ρdp2 − 3p(ρ+ 2).

By ρ ≥ 5, we get p ≤ 3.

If p = 2 then 1 + 9ρ = (ρ − 2)k; hence, (ρ − 2)(k − 9) = 19. Therefore,
k − 9 = 1, ρ− 2 = 19. Then ρ = 21 and 21µ = ρµ = 2k + 1 = 21; so µ = 1.

If p = 3 then 1+19ρ = 2(ρ−1)k; hence, (ρ−1)(2k−19) = 20. Therefore,
1) ρ− 1 = 4, 2k − 19 = 5 or 2) ρ− 1 = 20, 2k − 19 = 1.

1) ρ = 5 and k = 12.
By 5µ = ρµ = 2k+1 = 25; so µ = 5. Hence, B = 0 and u = 0. Moreover,

σ = 12 + 3 = 15, e = 15, r = 5 + 8 = 13.
Then the type is [15 ∗ 15; 613].

2) ρ = 21, k = 10.
By 21µ = ρµ = 2k + 1 = 21, we get µ = 1.
If p = 4 then 1+33ρ = (3ρ−2)k; hence, (3ρ−2)(k−11) = 23. Therefore,

3ρ− 2 = 23 and k − 11 = 1. A contradiction.

6.5 case when g = −1, i = 0

Suppose that g = 0 and i = 0; thus ĩ = g = 1. In this case,

Z∗ = µ− 1− q̃.
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I). If Z∗ ̸= 0, then Z∗ ≥ µ− 1 and hence, q̃ = 0 and Z∗ = µ− 1. Thus
either 1) k = 8, p = 2 or 2) k = 9, p = 3. Therefore, by Z∗ = y1(µ − 1) we
obtain y1 = t2 + tµ = 1.

By Y = 8µ+ 2k + 1 = t2 + (µ− 1)tµ + (r − 1)µ, we obtain

(ρ− 1)µ = 2k + 1− t2 + (µ− 1)tµ = 2k + (µ− 2)tµ.

Suppose that tµ = 0; hence,t2 = 1. Hence,

(ρ− 1)µ = 2k.

1) k = 8, p = 2.
B = 1.

Table 16: k = 8, p = 2, B = 1

ρ− 1 ρ µ ν1 σ e

1 2 16 17 36 54
2 3 8 9 20 30
4 5 4 5 12 18
8 9 2 3 8 12

Table 17: k = 8, p = 2, B = 0

ρ− 1 ρ µ ν1 σ e

1 2 16 17 36 36
2 3 8 9 20 20
4 5 4 5 12 12
8 9 2 3 8 8

2) k = 9, p = 3.

Suppose that tµ = 1; hence,t2 = 0 and

ρµ = 2k + 2.

1) k = 8, p = 2.
2) k = 9, p = 3.
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Table 18: k = 9, p = 3, B = 1

ρ− 1 ρ µ ν1 σ e

1 2 18 19 41 60
2 3 9 10 23 33
3 4 6 7 17 24
6 7 3 4 11 15
9 10 2 3 9 12

Table 19: k = 8, p = 2, B = 1

ρ µ ν1 σ e B̃

1 18 19 40 60 80
2 9 10 22 33 44
3 6 7 16 24 32
6 3 4 10 15 20
9 2 3 8 12 16

Table 20: k = 8, p = 2, B = 0

ρ µ ν1 σ e

1 18 19 40 40
2 9 10 22 22
3 6 7 16 16
6 3 4 10 10
9 2 3 8 8

Table 21: k = 9, p = 3, tµ = 1.

ρ µ ν1 σ e

1 20 21 45 66
2 10 11 25 36
4 5 6 15 21
5 4 5 13 18
10 2 3 9 12
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II). If Z∗ = 0, then q̃ = µ− 1.
By

Y = 8µ+ 2k + 1 = rµ

we obtain ρµ = 2k + 1.
From

µ− 1 = q̃ = k(p− 1)− 2p2

it follows that
ρµ− ρ = kρ(p− 1)− ρ2p2.

Hence,
2k + 1 = kρ(p− 1)− ρ2p2 + ρ.

Thus,
2ρp2 − ρ+ 1 = k(ρ(p− 1)− 2). (24)

This implies that ρ is odd.

6.5.1 case when ρ = 1

Suppose that ρ = 1. Then 2p2 = k(p− 3). Hence,

k = 2(p+ 3) +
18

p− 3
.

Table 22: ρ = 1, B = 1

p− 3 p 18/(p− 3) 2p+ 6 k µ ν1 σ u e

1 4 18 14 32 65 66 136 10 212
2 5 9 16 25 51 52 109 5 166
3 6 6 18 24 49 50 106 3 159
6 9 3 24 27 55 56 121 0 177

Table 23: ρ = 1, B = 0

p− 3 p 18/(p− 3) 2p+ 6 k µ ν1 σ

1 4 18 14 32 65 66 136
3 6 6 18 24 49 50 106
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6.5.2 case when ρ = 3

Suppose that ρ = 3. Then 6p2 − 2 = k(3p− 5). Hence,

k = 2p+ 3 +
p+ 13

3p− 5
.

Denoting p+13
3p−5 by m, we obtain k = 2p+ 3 +m.

If p = 2 then m = 15 and k = 22. By 3µ = ρµ = 2k + 1 = 45, we get
µ = 15. Hence, ν1 = 16 and σ = 32 + 2 = 34.

If B = 1 then u = (k − 3p)/2 = 8. Hence, e = 34 + 16 + 8 = 58.
The type becomes [34 ∗ 58, 1; 1611] which has g = 0, Z2 = 21, A = 22.
If B = 0 then u = (k − 4p)/2 = 7. Hence, e = 34 + 7 = 41.
The type becomes [34 ∗ 41; 1611] which has g = 0, Z2 = 21, A = 22.

If p = 3 then m = 4 and k = 13. By 3µ = ρµ = 2k + 1 = 27, we get
µ = 9. Hence, ν1 = 10 and σ = 23.

If B = 1 then u = (k − 3p)/2 = 2. Hence, e = 23 + 10 + 2 = 35.
The type becomes [23 ∗ 35, 1; 1011] which has g = 0, Z2 = 12, A = 13.
If B = 0 then u = (k − 4p)/2 = 5/2, a contradiction.
If p ≥ 4 then there are no solutions.

6.5.3 case when ρ ≥ 5

Suppose that ρ ≥ 5.
From 2ρp2 − ρ+ 1 = k(ρ(p− 1)− 2) ≥ 3p(ρ(p− 1)− 2) , it follows that

3p+
6p

ρ
+

1

ρ
− 1 ≥ p2.

By ρ ≥ 5 we conclude p = 2, 3.
Suppose p = 2 ; thus k(ρ−2) = 7ρ+1.Hence, (k−7)(ρ−2) = 15, ρ−2 ≥ 3.

Table 24: ρ ≥ 5, B = 1

ρ− 2 ρ k − 7 k µ ν1 σ u e

3 5 5 12 5 6 14 3 23
5 7 3 10 3 4 10 2 16

The type becomes

1. [14 ∗ 23, 1; 613],
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2. [10 ∗ 16, 1; 415].

Table 25: ρ ≥ 5, B = 0

ρ− 2 ρ k − 7 k µ ν1 σ u e

3 5 5 12 5 6 14 2 16
5 7 3 10 3 4 10 1 11

The type becomes

1. [14 ∗ 16; 613],

2. [10 ∗ 11; 415].

Suppose p = 3 ; thus 2k(ρ− 1) = 17ρ+ 1. Hence, (2k− 17)(ρ− 1) = 18.
2k − 17 is odd. We get the following table.

Table 26: B = 1, p = 3

ρ− 1 ρ 2k − 17 k µ ν1 σ u e

2 3 9 13 9 10 23 2 35

The type becomes [23 ∗ 35, 1; 1011].

6.6 case when i = 1

Suppose that i = 1, g = 0;thus g = −1 and ĩ = i− g = i+ 1 = 2. Then

Z∗ = 2µ− q̃.

If Z∗ ̸= 0 and µ− 4 ≥ 0 then Z∗ ≥ 2µ− 4 and hence, q̃ ≤ 4.
If µ = 2 then Z∗ = 4− q̃ ≥ 0; thus q̃ ≤ 4.
If µ = 3 then Z∗ = 6− q̃ = 2y1 ̸= 0; thus q̃ ≤ 4.

6.6.1 case when q̃ = 4

Suppose that q̃ = 4. Then Z∗ = 2µ − 4. Assume µ ≥ 4. Since Z∗ =
y1(µ− 1)+ 2y2(µ− 2)+ 3y3(µ− 3)+ · · · , it follows that y2 = t3 + tµ−1 = 1.
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By

Y = 8µ+2k+2 = 2t3+(µ− 2)tµ−1+(r− 1)µ = 2+ (µ− 4)tµ−1+(r− 1)µ,

we obtain (ρ− 1)µ = 2k + (µ− 4)tµ−1.
On the other hand, from q̃ = 4, it follows that k(p − 1) − 2p2 = 4 and

hence,

k = 2(p+ 1) +
6

p− 1
.

Table 27:

p− 1 p 2(p+ 1) 6/(p− 1) k (k − 3p)/2 (k − 4p)/2

1 2 6 6 12 3 2

Thus k = 12, p = 2.
If B = 0 then u = 2;if B = 0 then u = 3.
Therefore, (ρ− 1)µ = 24 + (µ− 4)tµ−1.
If tµ−1 = 0 then (ρ− 1)µ = 24.

Table 28: tµ−1 = 0

ρ− 1 µ ν1 σ e ρ r

1 24 25 52 80 2 10
2 12 13 28 44 3 11
3 8 9 20 32 4 12
4 6 7 16 26 5 13
6 4 5 12 20 7 15
8 3 4 10 17 9 17
12 2 3 8 14 13 21

The types are as follows

1. [52 ∗ 80, 1; 259, 3],

2. [28 ∗ 44, 1; 1310, 3],

3. [20 ∗ 32, 1; 1311, 3],

4. [16 ∗ 26, 1; 712, 3],

49



5. [12 ∗ 20, 1; 54, 3],

6. [10 ∗ 17, 1; 416, 3],

7. [8 ∗ 14, 1; 320, 3].

If tµ−1 = 1 then (ρ− 2)µ = 24 + 4 = 28.

Table 29: tµ−1 = 1, B = 1

ρ− 1 µ ν1 σ e ρ r

1 28 29 60 92 2 9
2 14 15 32 50 3 10
4 7 8 18 29 5 12
7 4 5 12 20 8 15
14 2 3 8 14 15 22

The types are as follows

1. [60 ∗ 92, 1; 299, 27]

2. [32 ∗ 50, 1; 1510, 13]

3. [18 ∗ 29, 1; 811, 6]

4. [12 ∗ 20, 1; 514, 3]

Table 30: tµ−1 = 1, B = 0

ρ− 1 µ ν1 σ e ρ r

1 28 29 60 62 2 10
2 14 15 32 34 3 11
4 7 8 18 20 5 13
7 4 5 12 14 8 16
14 2 3 8 10 15 23
28 1 2 6 8 29 37

The types are as follows

1. [60 ∗ 62; 299, 27],
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2. [32 ∗ 34; 1510, 13],

3. [18 ∗ 20; 811, 6],

4. [12 ∗ 14; 514, 3]

6.6.2 case when q̃ = 3

Suppose that q̃ = 3,from which it follows that k(p− 1)− 2p2 = 3 and hence,

k = 2(p+ 1) +
5

p− 1
.

Hence, p− 1 = 1 or 5.
If p = 2 then k = 11. But k − wp = 11− 2w = 2u, contradiction.
If p = 6 then k = 15. But k − wp = 15− 6w = 2u, contradiction.

6.6.3 case when q̃ = 2

Suppose that q̃ = 2. Then q̃ = 2, it follows that k(p− 1)− 2p2 = and hence,

k = 2(p+ 1) +
4

p− 1
.

Table 31: q̃ = 2

p− 1 p 2(p+ 1) 4/(p− 1) k (k − 3p)/2 (k − 4p)/2

1 2 6 4 10 2 1

Thus p = 2. If B = 1 then u = 2. And if B = 0 then u = 1.
On the other hand, Z∗ = 2µ − 2. Then we obtain 1) t2 + tµ = 2 or 2)

Z∗ = 2µ− 2 ≥ 3µ− 9 for µ ≥ 6. Hence, µ = 6 or 7.
In the case when 1) t2 + tµ = 2,by

Y = 8µ+ 2k + 2 = t2 + (µ− 1)tµ + (r − 2)µ = 2 + (µ− 2)tµ + (r − 2)µ,

we obtain (ρ− 1)µ = 2k − (µ− 2)tµ where tµ ≤ 2.

tµ = 2.
Then (ρ− 2)µ = 2k − 2(µ− 2) and ρµ = 2k + 4 = 24.
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Table 32:

ρ r µ ν1 σ u e

1 9 24 25 52 2 79
2 10 12 13 28 2 43
3 11 8 9 20 2 31
4 12 6 7 16 2 25
6 14 4 5 12 2 19
8 16 3 4 10 2 16
12 20 2 3 8 2 13

Table 33:

ρ r µ ν1 σ u e

1 9 24 25 52 1 53
2 10 12 13 28 1 29
3 11 8 9 20 1 21
4 12 6 7 16 1 17
6 14 4 5 12 1 13
8 16 3 4 10 1 11
12 20 2 3 8 1 9

tµ = 1.
Then (ρ− 2)µ = 2k − µ+ 2 and (ρ− 1)µ = 2k + 2 = 22.

tµ = 0.
Then (ρ− 2)µ = 2k = 20.

6.6.4 case when q̃ = 0

Assume q̃ = 0. Then
Z∗ = 2µ.

If µ ≥ 6 then 2µ = Z∗ ≥ 3µ− 9; thus µ ≤ 9.

µ = 9
Then

Z∗ = 2µ = 18 = 8y1 + 14y2 + 18y3.
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Hence, y3 = t4 + t7 = 1.

Y = 8µ+ 2k + 2 = 3t4 + 6t7 + (r − 1)µ.

Thus, 9(ρ− 1) = (ρ− 1)µ = 2k − 1− 3t7.
But if k = 8 then 2k − 1− 3t7 = 15− 3t7,which is not divisible by 9.
If k = 9 then 2k − 1− 3t7 = 17− 3t7,which is not divisible by 9.

µ = 8
Then

Z∗ = 2µ = 16 = 7y1 + 12y2 + 15y3 + 16y4.

Hence, y4 = t5 = 1.

Y = 8µ+ 2k + 2 = 4 + (r − 1)µ.

Thus, 8(ρ− 1) = (ρ− 1)µ = 2k − 2.
If k = 9 then 2k − 2 = 16 and ρ− 1 = 1.
σ = 21, e = 30, r = 11 and the type turns out to be [21 ∗ 30, 1, ; 910, 5].

µ = 7
Then

Z∗ = 2µ = 14 = 6y1 + 10y2 + 12y3.

No solution.

µ = 6
Then

Z∗ = 2µ = 12 = 5y1 + 8y2 + 9y3.

No solution.

µ = 5
Then

Z∗ = 2µ = 10 = 4y1 + 6y2.

Then y1 = t2 + t5 = y2 = t3 + t4 = 1.
Hence,

5(ρ− 2) = 2k + 2− 3− t4 − 3t5.

If k = 8 then 2k+ 2− 3− t4 − 3t5 = 15− t4 − 3t5. This is divisible by 5
whenever t4 = t5 = 0.

σ = 14, u = 1, e = 21, r = 13 and the type turns out to be [14 ∗
21, 1, ; 611, 3, 2].
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If k = 9 then there are no solution.

µ = 4
Then

Z∗ = 2µ = 8 = 3y1 + 4y2.

Then y2 = t3 = 2.
Hence,

4(ρ− 2) = 2k − 2.

Then 2(ρ− 2) = k − 1 = 8 and ρ = 6.
σ = 13, u = 0, e = 18, r = 14 and the type turns out to be [13 ∗

18, 1, ; 512, 32].

µ = 3
Then

Z∗ = 2µ = 6 = 2y1.

Then y1 = t2 + t3 = 2.
Hence,

3(ρ− 3) = 2k − 1− t3.

Thenk = 8, t3 = 0 and ρ = 5.
σ = 10, u = 1, e = 15, r = 16 and the type turns out to be [10 ∗

15, 1, ; 413, 23].

µ = 2
Then

Z∗ = 2µ = 4 = y1.

Then y1 = t2 = .
Hence,

ρ− 4 = k − 1.

If k = 8 then ρ = 11, u = 1, p = 2.
σ = 8, u = 1, e = 12, r = 19 and the type turns out to be [8∗12, 1, ; 315, 24].
If k = 9 then ρ = 20, u = 0, p = 3.
σ = 9, u = 0, e = 12, r = 20 and the type turns out to be [9∗12, 1, ; 316, 24].
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6.7 case when Z∗ = 0

Suppose that Z∗ = 0. Then 0 = Z∗ = 2µ−q̃. Hence, 2µ = q̃ = k(p−1)−2p2.
Thus

2µ+ 2 = k(p− 1)− 2p2. (25)

By Y = 8µ+ 2k + 2 = rµ, we obtain

ρµ = 2k + 2. (26)

Thus
k(ρp− ρ− 4) = 4 + 2ρp2 (27)

6.7.1 case when ρ = 1

Suppose that ρ = 1. Then k(p− 5) = 4 + 2p2; thus

k = 2(p+ 5) +
54

p− 5
. (28)

Table 34: B = 1, ρ = 1

p− 5 p 54/(p− 5) 2(p+ 5) k u µ ν1 σ e

1 6 54 22 76 29 154 155 316 500
2 7 27 24 51 15 104 105 217 337
3 8 18 26 44 10 90 91 190 291
6 11 9 32 41 4 84 85 181 270
9 14 6 38 44 1 90 91 196 288

The types are as follows

1. [316 ∗ 500, 1; 1559],

2. [217 ∗ 337, 1; 1059],

3. [190 ∗ 291, 1; 919],

4. [181 ∗ 270, 1; 859],

5. [196 ∗ 288, 1; 919],
The types are as follows

1. [316 ∗ 342; 1559],

2. [190 ∗ 196; 919],
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Table 35: B = 0, ρ = 1

p− 5 p p+ 5 54/(p− 5) k k − 4p u µ ν1 σ e

1 6 11 54 76 52 26 154 155 316 342
3 8 13 18 44 12 6 90 91 190 196

6.7.2 case when ρ = 2

Suppose that ρ = 2. Then k(p− 3) = 4 + 2p2; thus

k = 2(p+ 3) +
20

p− 3
. (29)

Table 36: B = 1, ρ = 2

p− 3 p p+ 3 20 k k − 3p u µ ν1 σ e

1 4 7 20 34 22 11 35 36 76 123
4 7 10 5 25 4 2 26 27 61 90
5 8 11 4 26 2 1 27 28 64 93

The types are as follows

1. [76 ∗ 123, 1; 3610],

2. [61 ∗ 90, 1; 2710],

3. [64 ∗ 93, 1; 2810],

Table 37: B = 0, ρ = 2

p− 3 p p+ 3 20 k k − 4p u µ ν1 σ e

1 4 7 20 34 18 9 35 36 76 85
2 5 8 10 26 6 3 27 28 61 64

The types are as follows

1. [76 ∗ 85; 3610],

2. [61 ∗ 64; 2710].
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6.7.3 case when ρ = 3

Suppose that ρ = 3. Then k(3p− 7) = 4 + 6p2; thus

k = 2(p+ 2) +
2p+ 32

3p− 7
. (30)

Hence, p > 2. Letting m = 2p+32
3p−7 , we obtain Pm = 2p + 32, where

P = 3p− 7. Then (3m− 2)P = 110. From this , the next tables follow.

Table 38: ρ = 3, B = 1

3m− 2 P = 3p− 7 p m k µ ν1 σ u e

10 11 6 4 20 14 15 36 1 52
22 5 4 8 20 14 15 34 4 53
55 2 3 19 29 20 21 45 10 76

Table 39: ρ = 3, B = 0

3m− 2 P = 3p− 7 p m k µ ν1 σ u e

22 5 4 8 20 14 15 34 2 36

The types are as follows

1. [36 ∗ 52, 1; 1511],

2. [34 ∗ 53, 1; 1511],

3. [45 ∗ 76, 1; 2111],

4. [34 ∗ 36; 1511].

6.7.4 case when ρ = 4

Suppose that ρ = 4. Then k(p− 2) = 1 + 2p2; thus

k = 2(p+ 2) +
9

p− 2
. (31)

Thus p− 2 = 1, 3, 9.
The types are as follows
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Table 40: ρ = 4, B = 1

p− 2 p 2p+ 4 9/(p− 2) k 2k + 2 µ ν1 σ u e

1 3 10 9 19 40 10 11 25 5 41
3 5 14 3 17 36 9 10 25 1 36

1. [25 ∗ 41; 1112],

2. [25 ∗ 36; 1012].
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6.7.5 case when ρ ≥ 5

Since k ≥ 3p, it follows that

k(ρp− ρ− 4) = 4 + 2ρp2 ≥ 3(ρp− ρ− 4)p.

Hence,
12p+ 4 + 3ρp ≥ ρp2.

Defining a function f(x, y) to be yx2 − 12x − 4 − 3yx, we get f(5, 5) =
−14, f(6, 5) = 14. Therefore, we see that if y ≥ 5 and x ≥ 6, then f(x, y) ≥
0.

Therefore, if ρ ≥ 5 then 5 ≤ 4. We shall enumerate all types with p ≤ 5.

p = 2
By (27), we obtain k(ρ− 4) = 4 + 8ρ. Hence,

(k − 8)(ρ− 4) = 36.

From this we obtain the following table.

Table 41: p = 2, B = 1

k − 8 ρ− 4 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

4 9 12 13 26 2 3 8 3 14
6 6 14 10 30 3 4 10 4 18
12 3 20 7 42 6 7 16 7 30
18 2 26 6 54 9 10 22 10 42
36 1 44 5 90 18 19 40 19 78

Table 42: p = 2, B = 0

k − 8 ρ− 4 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

4 9 12 13 26 2 3 8 2 10
6 6 14 10 30 3 4 10 3 13
12 3 20 7 42 6 7 16 6 22
18 2 26 6 54 9 10 22 9 31
36 1 44 5 90 18 19 40 18 58

The types are as follows
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1. [8 ∗ 14, 1; 321],

2. [10 ∗ 18, 1; 418],

3. [16 ∗ 30, 1; 615],

4. [22 ∗ 42, 1; 10114],

5. [40 ∗ 78, 1; 1913].

1. [8 ∗ 10; 321],

2. [10 ∗ 13; 418],

3. [16 ∗ 22; 615],

4. [22 ∗ 31; 10114],

5. [40 ∗ 58; 1913].
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p = 3
By (27), we obtain k(ρ− 2) = 2 + 9ρ. Hence,

(k − 9)(ρ− 2) = 20.

From this we obtain the following table.

Table 43: p = 3, B = 1

k − 9 ρ− 2 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

2 10 11 12 24 2 3 9 1 13
4 5 13 7 28 4 5 13 2 20
10 2 19 4 40 10 11 25 5 41
20 1 29 3 60 20 21 45 10 76

Table 44: p = 3, B = 0

k − 9 ρ− 2 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

5 4 14 6 30 5 6 15 1 16

The types are as follows

1. [9 ∗ 13, 1; 320],

2. [13 ∗ 20, 1; 515],

3. [15 ∗ 16; 614],

4. [25 ∗ 41, 1; 1112],

5. [45 ∗ 76, 1; 2111].
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p = 4
By (27), we obtain k(3ρ−4) = 4+32ρ. Hence, letting K = 3k−32, R =

3ρ− 4, we get
KR = (3k − 32)(3ρ− 4) = 140.

From this we obtain the following table.

Table 45: p = 4, B = 1

K R ρ− 2 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

4 35 12 13 26 2 3 10 0 13
10 14 14 6 30 5 6 16 1 23
28 5 20 3 42 14 15 34 4 53
70 2 34 2 70 35 36 76 11 123

Table 46: p = 4, B = 0

K R ρ− 2 k ρ 2k + 2 µ ν1 σ u e

28 5 20 3 42 14 15 34 2 36
70 2 34 2 70 35 36 76 9 85

The types are as follows

1. [10 ∗ 13, 1; 321],

2. [16 ∗ 23, 1; 614],

3. [34 ∗ 53, 1; 1511],

4. [76 ∗ 123, 1; 3610].

5. [34 ∗ 36; 1511],

6. [76 ∗ 85; 3610].

p = 5
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By (27), we obtain k(4ρ−4) = 4+50ρ. Hence, letting K = 2k−25, R =
ρ− 1, we get

KR = (2k − 25)(ρ− 1) = 27.

From this we obtain the following table.

Table 47: p = 5

K R ρ k µ ν1
1 27 28 13 1 2
3 9 10 14 3 4
9 3 4 17 9 10
27 1 2 26 27 28

If B = 1 then u = (k − 3p)/2 is integer; thus the case when ρ = 4, k =
17, µ = 9 survives. Indeed, u = (15 − 3 × 5)/2 = 1. Hence, σ = 25, e =
36, r = 12. The type turns out to be [25 ∗ 36, 1; 2012].

If B = 0 then u = (k − 4p)/2 is integer; thus the case when ρ = 2, k =
26, µ27 survives. The type turns out to be [61 ∗ 64; 2810].

7 Hartshorne’s Lemma

Suggested by Hartshorne ([5]), we consider a divisor 2D + σKS . The inter-
section numbers of this and divisorD and Z, will produce useful identities
among invariants.

By θ̃2 we denote (2C+σK0) ·C. From (2D+σKS) ·D = 2σg−(σ−2)D2

it follows that
2σg − (σ − 2)D2 = θ̃2 + pY + 2Z̃.

By the way,

θ̃2 = (2C + σK0) · C
= (σZ0 − (σ − 2)C) · C
= 2σg0 − (σ − 2)C2

= σ(σB̃ − 2σ − B̃)− (σ − 2)σB̃

= σ(B̃ − 2σ).
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If B ≥ 2 then B̃ − 2σ = 2u+ (B − 2)σ ≥ 0.
If B = 0 then B̃ − 2σ = 2u ≥ 0.
However, if B = 1 then B̃ − 2σ = 2e− 3σ.
In the case when 2e− 3σ ≥ 0, then θ̃2 ≥ 0.
In the case when 2e − 3σ < 0, letting L = −(2e − 3σ) > 0, we consider

θ̃3 = (3C + eK0) · C. Then

θ̃3 = (3C + eK0) · C
= (eZ0 − (e− 3)C) · C
= 2eg0 − (e− 3)C2

= e(σB̃ − 2σ − B̃)− (e− 3)σB̃

= −2σe− eB̃ + 3σB̃

= −2σe− 2e2 + eσ + 3σ(2e− σ)

= σ(2e− 3σ)− e(2e− 3σ)

= L(e− σ)

= L(u+ ν1).

Thus θ̃3 = L(u+ ν1) ≥ 3L > 0. Moreover,

2eg − (e− 3)D2 = θ̃3 + (p+ u)Y + 3Z̃.

We say that the sign of the type (S,D) is RH(+) if either B ̸= 1 or B = 1
and 2e − 3σ ≥ 0. Otherwise, we say the sign of the type is RH(−), namely
in the case when B = 1 and 2e− 3σ < 0.

Instead of D, we take Z. Then (2D + σKS) · Z = σZ2 − 2g(σ − 2) and
by θ2

∗ we denote (2C + σK0) · Z0. Thus

σZ2 − 2g(σ − 2) = θ2
∗ + pY + 2Z∗.

We want to show that θ2
∗ ≥ 0 in the case of RH(+). Actually,

θ2
∗ = (2C + σK0) · Z0

= (σZ0 − (σ − 2)C) · Z0

= σZ2
0 − 2g0(σ − 2)

= σ(σB̃ − 4σ − 2B̃ + 8)− (σ − 2)(σB̃ − 2σ − B̃ + 2)

= (σ − 2)(B̃ − 2σ)
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Since θ2
∗ = (σ − 2)(e− Bσ + 2− 2σ) = (σ − 2)(2u+ B2σ) , it follows that

θ2
∗ = (σ − 2)(2u+B2σ) ≥ 8u ≥ 0, if B ̸= 1.
If B = 1 then θ2

∗ = (σ − 2)(2e− 3σ).
Hence, if 2e− 3σ ≥ 0, then θ2

∗ ≥ 4(2e− 3σ) ≥ 0.
In the case when the sign of the type is RH(−), namely if 2e− 3σ = −L

is negative, consider (3C + eK0) · Z0, which we denote by θ3
∗.

Then
eZ2 − 2(e− 3)g = θ3

∗ + (p+ u)Y + 3Z∗.

By the way,

θ3
∗ = (3C + eK0) · Z0

= (eZ0 − (e− 3))C · Z0

= eZ2
0 − 2g0(e− 3)

= e(σB̃ − 4σ − 2B̃ + 8)− (e− 3)(σB̃ − 2σ − B̃)

= e(2 + 5σ − 2e)− 3σ(σ + 1)

= e(2 + 2σ + L)− 3σ(σ + 1)

= 2e(σ + 1)− 3σ(σ + 1) + eL

= (σ + 1)(2e− 3σ) + eL

= L(e− σ − 1)

= L(u+ ν1 − 1) ≥ 2L(u+ 2) > 0.

7.1 invariant ω

Since ω = 3g −D2, it follows that

2σg − (σ − 2)D2 = 2σg + (σ − 2)(ω − 3g)

= (σ − 2)ω − (σ − 6)g.

Therefore,
(2D + σKS) ·D = (σ − 2)ω − (σ − 6)g and it follows that

(σ − 2)ω − (σ − 6)g = θ̃2 + pY + 2Z̃. (32)

Thus, when the signature of type is RH(+), then

(σ − 2)ω ≥ (σ − 6)g.
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Hence, if σ ≥ 8, ν1 ≥ 3 then g ≤ 3ω.
When the signature of the type is RH(−), then

2eg − (e− 3)D2 = 2eg + (e− 3)(ω − 3g)

= (e− 3)ω − (e− 9)g

and hence,
(e− 3)ω − (e− 9)g = θ̃3 + (p+ u)Y + 3Z̃.

Thus,
(e− 3)ω ≥ (e− 9)g.

If e ≥ 12, ν1 ≥ 3 then g ≤ 3ω.

7.2 invariant α

Replacing ω by α− g, we obtain

(σ − 2)ω − (σ − 6)g = (σ − 2)(α− g)− (σ − 6)g = (σ − 2)α− 2(σ − 4)g.

Hence,
(σ − 2)α− 2(σ − 4)g = Θ̃2.

Here by Θ̃2 we denote θ̃2 + pY + 2Z̃.
Furthermore,

(e− 3)ω− (e− 9)g = (e− 3)(α− g)− (e− 9)g = (e− 3)α− 2(e− 6)g = Θ̃3.

Here by Θ̃3 we denote θ̃3 + (p+ u)Y + 3Z̃.

7.3 A

Since A = Z2 − g, it follows that

σZ2 − 2(σ − 2)g = (g +A)− 2(σ − 2)g

= σA− (σ − 4)g.

Hence,
σA− (σ − 4)g = θ2

∗ + pY + 2Z∗.
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When the signature of the type is RH(+), then

σA ≥ (σ − 4)g.

If σ ≥ 6, then g ≤ 3A.
When the signature of the type is RH(−), then

eZ2 − 2(e− 3)g = e(A+ g)− 2(e− 3)g

= eA− (e− 6)g.

Moreover,

eA− (e− 6)g = θ3
∗ + (p+ u)Y + 3Z∗ ≥ 0.

Thus,
eA ≥ (e− 6)g.

If e ≥ 9 then g ≤ 3A.

7.4 A and α

We obtain the following identities:

(σ − 2)α− 2(σ − 4)g = Θ̃2. (33)

(e− 3)α− 2(e− 6)g = Θ̃3. (34)

(σ − 2)ω − (σ − 6)g = Θ̃2. (35)

(e− 3)ω − (e− 9)g = Θ̃3. (36)

σA− (σ − 4)g = Θ2
∗. (37)

eA− (e− 6)g = Θ3
∗. (38)

By Θ2−1
∗ we denote 2Θ2

∗ − Θ̃2, then

2σA− (σ − 2)α = Θ2−1
∗.

When the sign of the type is RH(+), then Θ2−1
∗ ≥ 0 and so

2σA ≥ (σ − 2)α.
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By Θ3−1
∗ we denote 2Θ3

∗ − Θ̃3, that is non-negative and so

2eA− (e− 3)α = Θ3−1
∗.

When the sign of the type is RH(−), then Θ3−1
∗ > 0 and so

2eA ≥ (e− 3)α.

7.5 estimates

Proposition 6 Suppose that either σ ≥ 8, ν1 ≥ 3 or e ≥ 12, ν1 ≥ 3.

1. If ω is even, g ≤ 3ω. The identity occurs whenever [8 ∗ 8; 4r]∗, 1 ≤ r ≤
7.

2. If g < 3ω then g ≤ 3ω − 3. The identity occurs whenever [8 ∗
8; 4r, 3]∗, 0 ≤ r ≤ 7.

3. If g < 3ω − 3 then g ≤ 3ω − 5.

4. If ω is odd, then g ≤ 3ω − 4. The identity occurs whenever [8 ∗
8; 4r, 2]∗, 1 ≤ r ≤ 7.
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特異平面曲線のゴナリティ再訪

(津山シンポジウム, 2012 年 7 月 30 日)

酒井文雄

1 はじめに

既約平面代数曲線 C ⊂ P2(C) の次数が d で，特異点の最大重複度が ν のとき，C はタイプ

(d, ν) であるという．早いもので，もう 8年も前のことであるが，タイプ (d, ν) の平面曲線 C の

ゴナリティ G が等号 G = d − ν を満たすための判定条件をいくつか証明した [4]．そのときの議

論の中に，次のような不等式

r + δ −Q(k) ≥
∑
mi ̸=1

mi(mi − 2)

4

があった．しかし，当時は，右辺は非負だからということで，単に，不等式

r + δ −Q(k) ≥ 0

を用いた．最近になって，無視した右辺の項を考慮して証明を再検討した結果，所々で判定条件を

改良することができた．ところで，結論を等号ではなく，下からの評価式

G ≥ d− ν − q (q は非負整数)

の形で述べることができ，有効であるということは 2006 年頃にわかっていた．もちろん，q = 0

とすれば，等号が結論になる*1．

2 主結果

結果を記述するために，いくつかの不変量と記号を定めておく．

(i) Q(x) = x(d− x). ２次関数 Q(x) は 0 ≤ x ≤ d/2 の範囲で単調増加関数である．

(ii) Data(C) = [m1, . . . ,mn]. ここで，m1, . . . ,mn は C の特異点の重複度列（無限小近傍の

点を含む）．[3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
α

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
β

] を簡略形 [3α, 2β ] で表す．さらに，次の不変量を用いる．

*1 重複度 ν の点からの射影を考えることにより，G ≤ d− ν である．
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• δ =
n∑

i=1

mi(mi − 1)

2

• V =
n∑

i=1

mi(mi − 2)

4

(iii) νi で，i 番目に大きい重複度を表す．つまり，m1, . . . ,mn を大きい順に並べて，ν1, . . . , νn

とする．特に，ν1 = ν である．また，i > n については，νi = 1 としておく．このとき，次

の不変量を定義する．
σ =

ν2
ν

+
ν3
ν

+
ν4
ν

(iv) q は非負整数で，2 ≤ d− ν − q ≤ d− ν を満たすとする．

(v) 自然数 k0 を次で定義しておく．

k0 =


max

{[
d

ν

]
, 3

}
d/ν ≥ σ − q/ν の場合

max

{[
d

ν

]
, 2

}
その他の場合

定理 1 タイプ (d, ν) の平面曲線 C について（d ≥ 6），２条件

(A) δ ≤ Q

([
d

2

])
− (d− ν − q)

(B) δ ≤ Q(k0)− (d− ν − q) + V

が満たされていると，下からの評価式

G ≥ d− ν − q

が成立する．

注意 1 (1) ν = 2 の場合，条件 (A) = 条件 (B) だから，定理の主張は

δ ≤ Q

([
d

2

])
− (d− 2− q) ⇒ G ≥ d− 2− q

になる．特に，q = 0 の場合には，Coppens-Kato の定理 [1]に他ならない．

(2) ν = 2 の場合，下からの評価は最良のものである．曲線

Ck : y2k+1 =
k∏

i=1

(x− ai)
2

については，d = 2k + 1,Data(C) = [2k2 ], δ = k2, Q([d/2]) = k(k + 1) であるので，

q = k − 1 に対して，δ = Q([d/2])− (d− 2− q) が成立する．したがって，定理 1により，

G ≥ k が従う．ところで，Ck は曲線 y2k+1 =
∏k

i=1(x− ai) に双有理で，G ≤ k となるこ

とがわかるので，等号 G = k が成立する．
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(3) 証明方法からすると，条件 (A) はこれ以上弱くすることはできない．条件 (B) には，まだ

改良の余地があると思われる．ν ≥ 6 かつ k0 = [d/ν] の場合には，条件 (B) ⇒ 条件 (A)

が証明できる．適用例を挙げておく．曲線

C : y30 =
2∏

i=1

(x− ai)
6

24∏
j=1

(x− bj)

の場合，ν = 6 かつ k0 = 6 であり，q = 0 について，条件 (B) が成立する．したがって，

G = 30 が結論される．

今回，ν = 3 の場合には，条件 (B) を除くことに成功した．

定理 2 タイプ (d, 3) の平面曲線 C については（d ≥ 6），定理 1の条件 (A) のみがが満たされて

いれば，評価式
G ≥ d− 3− q

が成立する．

注意 2 ν ≥ 5 のとき，q = 0 に対して，条件 (A) のみでは，結論 G = d− ν は成立しない．反例

が存在する．

3 有理関数

タイプ (d, ν) の平面曲線 C : F = 0 上の有理関数 φ は射影平面上 P2 上の有理関数 Φ = G/H

の制限 φ = Φ|C として得られる．ここで，G,H は同じ次数の互いに素な同次多項式である
（ただし，F ̸ |H）．いま，k = deg(G) = deg(H) のとき，Φ を次数 k の有理関数という．次数
r = deg(φ) は下記のように計算される．P2 にブローアップを逐次施して，有理関数 Φ の基点と
C の特異点を同次に解消する．

Xs = X ⊃ C̃
↓
...
↓

Φ̃

↘
X1

↓
X0 = P2 ⊃ C

Φ99K P1

各 i について，πi : Xi → Xi−1 を点 Pi のブローアップとし，C の逆像における Pi の重複度を

mi で表す（mi ≥ 0）．さらに，X における C の逆像 (strict transform) を C̃ で表すことにする．

このとき，Φ̃ のファイバー f と C̃ との交点の個数が求める次数 r である．構成法から，

C̃ ∼ π∗O(d)−
s∑

i=1

miEi (Ei は πi の例外曲線の全逆像)，

f ∼ π∗O(k)−
s∑

i=1

aiEi (ai は非負整数).
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となる．

補題 1 次の等式が成立する．

(i) k2 =

s∑
i=1

a2i

(ii) r = dk −
s∑

i=1

aimi

命題 1 (i) r + δ −Q(k) ≥ V （冒頭で述べた不等式）．

(ii) r < d− ν ならば，不等式 k ≥ k0 が成立する．

証明. (i) [4]参照．(ii) r < d−ν とする．簡単にわかるように，k ≥ 2である．また，k = 2のときに

は，d/ν < σ である（[4]）．補題 1 (ii)より，r ≥ dk−(
∑

ai)ν を得る．ここで，
∑

ai ≤
∑

a2i = k2

だから，r ≥ k(d − kν) となる．仮定 r < d − ν と合わせると，(k2 − 1)ν > (k − 1)d となり，

k + 1 > d/ν を得る．したがって，k ≥ [d/ν] である．

4 証明

定理 1 の証明．(1) 背理法で示す．G < d − ν − q を仮定すると，C 上の有理関数 φ で，

r = deg(φ) < d− ν − q となるものが存在する．

(2) 次の補題により，条件 (A) を仮定すれば，P2 上の有理関数 Φ で，Φ|C = φ かつ k =

deg(Φ) < [d/2] を満たすものが存在する．

補題 2 ([4, 5]，原型は [1, 2]) 次数 d の平面曲線 C 上の有理関数 φ を考え，r = deg(φ) とお

く．もし，自然数 l < d で不等式
r + δ < Q(l + 1)

を満たすものがあれば，P2 上の有理関数 Φ で φ を誘導し，次数 k = deg(Φ) ≤ l となるものが

存在する．

(3) 命題 1 (ii) により，k ≥ k0 であり，k0 ≤ k < [d/2] だから，Q(k0) ≤ Q(k) である．次に，

命題 1 (i) により，
r + δ ≥ Q(k) + V

である．したがって，不等式 d− ν − q + δ > Q(k0) + V が成立する．すなわち，

δ > Q(k0)− (d− ν − q) + V

となり，条件 (B) に矛盾する．

定理 2 の証明．ν = 3の場合，Data(C) = [3α, 2β ]とする．定理 1の証明と同様に，r = deg(φ) <

d− 3− q となる C 上の有理関数 φ と φ を誘導する P2 上の有理関数 Φ で，k = deg(Φ) < [d/2]
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となるものの存在を仮定することができる．ν = 3 の場合には，評価式
∑

aimi ≤ 2k2 + α を示

すことができ，その結果，

k >
d

2
− λ− 1

(
λ =

α− 1− q

2([d/3]− 1)

)
が成立する．そこで，

k1 =

[
d

2
− λ

]
と定めると，k ≥ k1 が成立する．さらに，次を示すことができる．詳細は [5]参照．

補題 3 不等式 V ≥ Q([d/2])−Q(k1) が成立する．

さて，命題 1 (i) により，
r + δ ≥ Q(k) + V ≥ Q(k1) + V

となり，不等式
δ > Q(k1) + V − (d− 3− q)

を得る．条件 (A) と併せると，Q([d/2]) > Q(k1) + V となり，これは補題 3 に矛盾する．

参考文献

[1] M.Coppens and T.Kato, The gonality of smooth curves with plane models, Manuscripta

Math. 70, 5–25 (1992).

[2] M.Coppens and T.Kato, Correction to the gonality of smooth curves with plane models,

Manuscripta Math. 71, 337–338 (1991).

[3] M.Namba, Families of meromorphic functions on compact Riemann surfaces, Lecture

Notes in Math. 767, Springer-Verlag, 1979.

[4] M.Ohkouchi and F.Sakai, The gonality of singular plane curves, Tokyo J. Math. 27, 137

– 147 (2004).

[5] F.Sakai, The gonality of singular plane curves II, To appear in Proceedings of the Con-

ference on Affine Algebraic Geometry in Osaka, March, 2011.
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平面代数曲線と共に

(津山シンポジウム, 2012 年 7 月 31 日)

酒井文雄

1 はじめに

　５月末に「平面代数曲線」（共立出版）という本を出版しました．その内容は，埼玉大学や学

習院大学，およびその他の大学で行った講義や集中講義を基にまとめたものです．思えば，数学科

に進学して以来，平面代数曲線は常に身近にあったような気がします．特に，1979年に埼玉大に

着任して以降，学部や大学院のセミナーのテーマの多くは平面代数曲線でした．また，1988年頃

からは私自身の研究テーマの一つにもなりました．

　津山シンポジウムで講演する機会をいただいたので，代数曲線の本（教科書）の変遷を調べて

みようという気になり，古典的な本を何冊か集めてみました．驚いたことに，昔は入手が困難で

あった多くの古い本がWebサイトからの Download が可能になっていました．

2 超古典

1800 – 1900に出版された本には次のようなものがありました．

発行年 著者 題名

1830 Plücker Theori der algebraischen Curven

1852 Salmon A Treatise on the Higher Plane Curves

1861 Hesse Vorlesungen über analytischen Geometrie

1876 Clebsch Vorlesungen über Geometrie

1894 M.Noether Entwicklung der Theoie der algebraischen Funktionen in älterer

& Brill und neurerer Zeit

Plücker は 1834–1868 の間ボン大学教授でしたが，1847 年以降は 物理学科に所属し，晩年数

学に復帰したのだそうです（クラインはその当時の弟子）．目次によると，主な内容は特異点，

Plücker 公式，特異４次曲線の分類，２重接線などです．
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Salmon はアイルランドの人で，所属は Dublin にある Trinity College でした．神学の著作も

あり，学長も務めました．また，チェスの棋士でもあったそうで，Dublin チェス協会会長（1890–

1903）の経歴もあります．ケイリー (1821–1895, Cambridge大) やシルベスター (1814–1897) が

友人でした．第２版 (1873)は，ケイリーに手伝ってもらったとのことです．本の序文では，ポン

スレ，シャール，Plücker に言及しています．内容は，座標，３次曲線，４次曲線，超越曲線，曲

線の変換などです．

Hesseはヤコビが教授陣にいたケーニヒスベルグ大で学びました．Hesseは情熱的な講義を行っ

たそうです．弟子にアロンホルド，Clebsch，リプシッツなどがいます．その後，ハイデルベルグ

大 (1856–1868)や，ミュンヘン工科大 (1868–1874)に転任しました．ヘッセ行列式，３次曲線の

ヘッセ標準型などは有名です．講義録の内容は空間内の平面，パスカル６辺形，同次座標，行列式，

同次関数，２次曲面，２次曲面の極，線形変換，Dupin の定理などです．

Clebsch はケーニヒスベルグ大で Hesse に学びました．その後，ギーセン大 (1863–1868)でゴ

ルダンと共同研究をし（アーベル関数論），さらに，Brill, Max Noether，リンデマン，リューロー

などと代数幾何のドイツ学派を作りました．また，ゲッチンゲン大 (1868–1872) 時代には，C.ノ

イマンと共に数学雑誌 Math. Ann. を創刊しました．突然の死（ジフテリア，享年 39 才）によ

り，友人や弟子達で講義録を出版することになったそうです．元になった講義は円錐曲線の解析幾

何（夏学期 1871），代数曲線論（冬学期 1871/72），形式の理論（夏学期 1872）でした．講義録で

は，２次２類曲線，形式入門（終結式，判別式），代数曲線の一般論，３次３類曲線，代数曲線の幾

何とアーベル積分（随伴曲線）などが扱われています．

Max Noether と Brill の共著の著作は過去と現在の代数関数論の発展に関する総合報告です．

Max Noether の祖父が Samuel から Nöther に改名（ユダヤ人の強制改名）したのだそうです．

ハイデルベルグ大で学び，学位は天文学でしたが，卒業後，ギーセン大に滞在し，Clebsch と共同

研究し，私講師の Brill に出会いました．ほとんど毎年，Math. Ann. に論文を掲載 (1870–1921)

しています．エルランゲン大の教授に就任しました．

Max Noether (1844–1921)
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3 古典

次に，1900–1970 に出版された本のリストを作ってみました．ここで，古典というのは，私の学

生時代には既に存在していたという意味です．ただ，学生時代に読んだ記憶はありません．

発行年 著者 題名

1901 Basset Cubic and Quartic Curves

1902 Loria Spezielle algebraische und tranzendenten Ebene Kurven

1915 Enriques Lezioni sulla theoria geometrica delle Equazione e delle

funzioni algebrique

1920 Hilton Plane Algebraic Curves

1921 Severi Vorlesungen über algebraichen Geometrie

1928 Coolidge A Treatise on Algebraic Plane Curves

1939 vd.Waerden Einführung in der algebraischen Geometrie

1950 Walker Algebraic Curves

1969 Fulton Algebraic Curves

Loria (トリノ大, 1862–1954) の本に述べられている項目は直線，円，円錐曲線，３次曲線，４

次曲線，５次以上の特殊曲線，任意次数の特殊曲線などで，特殊な平面曲線の記述が詳しい．

Enriques (1871–1946)はピサ大出身で，ローマ大に移り，カステルヌオーヴォとの共同研究を

しました．この講義録に述べられている項目は対応の原理と応用，極曲線に基づいた平面曲線の基

本定理，代数曲線の特異点，曲線と一変数関数，楕円関数とアーベル関数などです．　

Chisini による Enriques の講義録
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Hiltonの本の序文には次のようなことが書かれています．

平面代数曲線論は今でも多くの数学科の学生を魅了しているが，英語の読者には適当な本が

少ない．Salmonの古典的な本はその当時の要求には応えるものであったが，最終版は４０

年も前の出版であり，大分前から絶版である．

この本に述べられている主な項目を列挙しておきます．特異点，接線，プリュッカー数，２次変換，

特異３次曲線，非特異３次曲線，有理４次曲線，不足数１または２の４次曲線，非特異４次曲線．

Severi (1879–1961)はトリノ大で C.セグレに学び，ボローニャ大で Enriquesの助手，ピサ大

でベルティーニの助手を務めました．第一次世界大戦時には砲兵隊に属しました，1922 年より，

ローマ大．この講義録の主な内容は，平面曲線の線形系，有理および双有理変換，代数曲線上の

線形点列，曲線の種数，２曲線間の対応，種数 p の曲線のモジュライ，リーマン面上の代数関数，

アーベル積分，アーベルの定理とその系などです．

Coolidge (1873–1954) はアメリカ人で，Harvard 大，Oxford 大を卒業後，コネチカッ

ト州で教師をしていたときに，後のルーズベルト大統領を教え，生涯の友となった

そうです．1899 年以降 Harvard 大に移り，1902 年から２年間，トリノ大の C. セ

グレ，ボン大のシュトゥーディの下で学び，シュトゥーディの指導により学位を取

得しました．第一次世界大戦時中は陸軍少将でした，1918 年にハーバード大教授に

昇任しました．Coolidge の本の序文には次のようなことが書いてあります（抜粋）．

１年間に発表される数学の著書や論文数は少なくとも 4000編に

上るので，新たに著書を出すに当たっては，新しい結果を含むか

新しい形でなければならない．この本は後者である．

　平面代数曲線が数学の流行であったことがあった．100年前に

は，メビウスや Plückerは，射影座標，極曲線，短縮記号を発展

させた．50年前には不変式や余不変式が華やかであり，Salmon

の本や Clebschの大著がよく読まれた．同時期に，複素関数論，

積分論，Clebschやクラインの仕事は数学思想に不朽の影響を残

した．流行が去った後でも，イタリアでは，セグレ，カステルヌオーボー，Enriques，Severi

などの貢献により，代数幾何への関心が広く残った．Salmonの「高次平面曲線」は形式に

おいても内容においても古くなったし，Enriquesの講義録は魅力的に書かれてはいるが歴

史的な記述が多い．Severiの講義録はすぐれた本であるが，平面曲線の多くの重要な部分が

省かれている．比較的新しい Hilton やガングリの本は理論の完全な解説ではなく教科書で

ある．この本を書くときの困難は材料や方法の選択であった．代数的な不変式論に多くの

ページを割かないことにした．クラインやポアンカレによって発展させられた主題について

は簡単に触れるのみにした．大部分はイタリア学派の精神と流儀に基づいて書いた．その背

後にある Max Noetherの貢献は非常に大きい．アーベルの定理については証明なしで述べ

た．数論的な方法についてはヘンゼル・ランズベルグの本を見てほしい．
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van der Waerden (1903–1996)の本の序文（要約，前田博信訳）から引用します．

ザリスキーの代数曲面論を読んでいたら，代数幾何の入門書を書こうという考えが以前にも

増して固まってきた．代数曲線や曲面の講義が役に立った．ドイリンク博士とガルテン博士

の講義ノートを利用することができた．内容は必要，不必要を基準として選択した．

この本の第 3章（平面代数曲線）の内容は次の通りです．ベズーの定理，直線と超曲面の交点，曲

線の有理変換，双対曲線，曲線の分枝特異点の分類，変曲点，ヘッセの曲線，３次曲線，３次曲線

上の点群，特異点の解消，種数の不変性，プリュッカーの公式．

Walkerの本の目次は次のようになっています．1.代数的準備，2,射影空間，3.平面代数曲線，

4.形式的べき級数，5.曲線の変換，6.線形系．序文には次のようなことが書いてあります．

この本は代数幾何研究のための出発点を提供するために書いた．トピックスや方法は下記の

ような考えの元に選んだ．

• 可能な限り初等的な扱いとすること
• 代数幾何の問題を処理する最近発展した代数的方法のいくつかを紹介すること
• これらの方法と古典的な解析的方法や幾何学的方法との関係をを示すこと
• さらに一般的方法を具体的な幾何的問題に応用すること
このような判定条件により，曲線論のトピックスの選択は双有理変換と線形系が中心になっ

た．題材の教育経験から，基本的な代数や射影幾何への入門が必要であることがわかってい

たので，これらを最初の二つの章に入れた．そのことで，この本はほぼ自己充足的になっ

た．方法や定理の証明，問題等は様々な原典から取った．特に，Severi の講義録，van der

Waerdenの「代数幾何入門」および「現代代数」，レフシェッツ，ザリスキーの講義録など

である．

William Fulton (2006)

Fulton (1939–)の本は著者が 30才のときの著作

で，1967-68 年にブランダイス大で行った学部向け

講義および大学院向けの集中講義に基づいていま

す．序文には次のように書かれています．

この本の目的は，現代代数幾何の観点から見

た代数曲線論を，過度な準備なしで，展開す

ることである．

目次：1. アフィン代数的集合，2. アフィン代数多

様体，3. 平面曲線の局所的性質，4. 射影多様体，5.

射影平面曲線，6. 多様体，射，有理射，7. 特異点

の解消，8. リーマン・ロッホの定理．
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4 近代

埼玉大学在職中 (1979–2012) ，学部や大学院のセミナーにおけるテキストとして用いた本の中

で代数曲線に関する本のリストを作ってみました．上記古典からは，Walker，Fultonを何度か用

いました．それぞれ，一緒に読んだ学生の顔と共に懐かしく思い出します．

出版年 著者 題名

1976 Mumford Algebraic Geometry I

1979 河合壮一 代数幾何学

1980 小野 孝 オイラーの主題による変奏曲

1981 Brieskorn Ebene algebraische Kurven

1982 飯高 茂 An Introduction to Birational Algebraic Geometry

1984 難波 誠 Geometry of Projective Curves

1989 Griffiths Introduction to Algebraic Curves

1990 Abyankar Algebraic Geometry for Scientists and Engineers

1991 リード 初等代数幾何学講義

1992 Kirwan Complex Algebraic Curves

1992 Cox 他 Ideals, Varieties and Algorithms

1993 Stichtnoth Algebraic Function Fields and Codes

1993 上野健爾 代数幾何学入門

1995 Miranda Algebraic Curves and Riemann Surfaces

1996 Völklein Groups as Galois Groups

1998 Bix Conics and Cubics

1998 Gibson Elementary Geometry of Algebraic Curves

2001 Fischer Plane Algebraic Curves

参考文献

[1] Indexes of Biographies :http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/ BiogIndex.html

[2] クライン（彌永昌吉監修，足立恒雄，浪川幸彦監訳）：19世紀の数学，共立出版，1995

[3] コルモゴロフ，ユシュケヴィッチ編（小林昭七監訳）：19世紀の数学 II，朝倉書店，2008
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特異点を2つ持つ有理尖点平面曲線について

戸野 恵太

C を複素射影平面P2 = P2(C)上の代数曲線とする。C の局所的に既約な

特異点を尖点と呼ぶ。以後 C は特異点として尖点のみを持つ有理曲線である

とする。このような C を有理尖点平面曲線と呼ぶことにする。σ : V → P2

を C の特異点の最小埋め込み解消とする。これは σ−1(C)が正規交差因子に

なる最短のブローアップの列の合成である。σ による C の固有変換を C ′ と

書く。本稿では C ′の自己交点数 (C ′)2を考察する。例えば Cを yd = xd−1z,

d ≥ 3 で定義される曲線とする。ただし (x, y, z)はP2の同次座標である。こ

のとき C は尖点を 1つだけ持つ有理尖点平面曲線で (C ′)2 = dである。

C の尖点 P の重複度列を mP (C) または単に mP と書く。これは P の重

複度から始めて、σの P 上 (無限小近傍の点も含む)の各ブローアップによる

C の固有変換の例外曲線との交点における重複度を並べたものである。なお

mP に同じ重複度mが k個続くときそれをmk と略記する。また最後の連続

する 1を省略する。例えば (2k)は A2k 型特異点の重複度列である。[SST]に

従って、C の尖点が P1, P2, . . . , Pn であるときこれらの重複度列の順序を無

視した組 [mP1 ,mP2 , . . . ,mPn ]を Data(C)と書く。例えば尖点を 3つ持つ有

理尖点 4次曲線 C について Data(C) = [(2), (2), (2)]である。

C を尖点を 2つ持つ有理尖点平面曲線とする。C の補集合の対数的小平次

元を κ = κ(P2 \ C) と書くと [W, Ts]により κ ≥ 1が成立する。また [To2]

より (C ′)2 ≤ 0が成立する。さらに (C ′)2 = 0 であることと κ = 1 は同値で

ある。本稿では尖点を 2つ持つ有理尖点平面曲線 C で (C ′)2 = −1をみたす

ものを考察する。

定理 1. C を尖点を 2 つ持つ有理尖点平面曲線とする。(C ′)2 = −1 なら

Data(C)は次のどれかである。ただし aは自然数である。

No. Data(C) degC

(1) [(ab+ b− 1, ab− 1, ba−1, b− 1), ((ab)2, ba)] (b ≥ 2) 2ab+ b− 1

(2) [(ab+ b, ab, ba), ((ab+ 1)2, ba)] (b ≥ 2) 2ab+ b+ 1

(3) [(ab+ 1, ab− b+ 1, ba−1), ((ab)2, ba)] (b ≥ 3) 2ab+ 1

(4) [(ab+ b, ab, ba), ((ab+ b− 1)2, ba, b− 1)] (b ≥ 3) 2ab+ 2b− 1

逆に上記の任意のData(C)に対してそれを実現する尖点を 2つ持つ有理尖点

平面曲線 C が存在する。
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なお [Fe]において尖点を 2つ持つ有理尖点平面曲線 Cの系列が多数構成さ

れている。それらの中で (C ′)2 = −1をみたすものの Data(C)は定理 1 (1),

(2), (3)で a = 1 の場合と一致する。

謝辞. 本稿は津山代数幾何シンポジウム 2012 で発表した内容と [To2]を要約

したものです。本稿を執筆する機会を与えていただいたことに感謝いたしま

す。なお本研究は科研費 (22540040)ならびに風樹会の助成を受けたものです。

1 定理1の証明の準備

Dを滑らかな曲面 V 上の因子、φ : V ′ → V を双有理射、B ⊂ V ′ を因子

とする。φ(SuppB) = SuppD かつ φの各ブローアップの中心が D または

その逆像の点であるとき φは BをDに潰す、または BはDに縮むという。

D1, . . . , Dr をDの既約成分とする。以後各Diは射影的で、Dは単純正規交

差因子であるとする。すなわち D は被約有効因子で各 Di は滑らかであり、

相違な Di, Dj に対して DiDj ≤ 1が成り立ち、相違な Di, Dj , Dk に対して

Di ∩Dj ∩Dk = ∅ であるとする。
Dの双対グラフを Γ = Γ(D)と書く。Γの各頂点に、Dの対応する既約成

分Di の自己交点数D2
i を重みとして与える。本稿ではDとその重み付き双

対グラフ Γを区別しないことがある。Dや Γに関して [Fu, 第 3節]や [MT1,

第 1章]などに従って次の記号や用語を用いる。P ∈ Dにおけるブローアッ

プがDに関して発芽的 (あるいは細分的)であるとは P がDの非特異点 (あ

るいは特異点)であることと定める。この用語はDが一点のときにも用いる。

この場合のブローアップは細分的であると定める。

Γは線形かつ連結であるとする。r > 1のとき Γに一方の端点から他方へ

の向きを与えたものを線形鎖と呼ぶ。空のグラフ ∅と r = 1のグラフは線

形鎖であると約束する。以後 Γを線形鎖とする。Γには D1 から Dr へ向き

が与えられていて、i = 1, . . . , r − 1に対してDiDi+1 = 1が成り立つように

D1, . . . , Dr の番号を付けておく。Γを [−D2
1, . . . ,−D2

r ]または [D1, . . . , Dr]

で表す。r(Γ) = rと定める。各Di が有理曲線であるとき Γを有理線形鎖と

呼ぶ。本稿ではすべての線形鎖は有理線形鎖であると約束する。Γ ̸= ∅かつ
D2

i ≤ −2がすべての iに対して成り立つとき Γを許容線形鎖と呼ぶ。r × r

行列 (−DiDj)の行列式を d(Γ)と書く。ただし Γ = ∅のときは d(∅) = 1と

定める。

A = [a1, . . . , ar]を線形鎖とする。A ̸= ∅のとき次の記号を用いる。

tA := [ar, . . . , a1], A := [a2, . . . , ar], A := [a1, . . . , ar−1].

[Fu, Lemma 3.6]より d(A)は次の性質を持つ。

補題 1.1. A = [a1, . . . , ar]を線形鎖とする。
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(i) r > 1なら d(A) = a1d(A) − d(A) = d(tA) = ard(A) − d(A) が成り

立つ。

(ii) r > 1なら d(A)d(A)− d(A)d(A) = 1 である。

(iii) A許容線形鎖なら gcd(d(A), d(A)) = 1, d(A) > d(A) > 0である。

許容線形鎖 A = [a1, . . . , ar]に対して e(A) := d(A)/d(A)と定める。[Fu,

Corollary 3.8]より eは許容線形鎖の集合と区間 (0, 1)の有理数の集合の間の

全単射である。許容線形鎖Aに対してA∗ := e−1(1− e(tA))をAの随伴線形

鎖と呼ぶ ([Fu, 3.9]). [Fu, Corollary 3.7, Proposition 4.7]より許容線形鎖と

その随伴線形鎖は次の性質を持つ。

補題 1.2. A, B を許容線形鎖とする。

(i) e(A) + e(B) = 1なら d(A) = d(B), e(tA) + e(tB) = 1である。

(ii) A∗∗ = A,
t
(A∗) = (tA)∗, d(A) = d(A∗) = d(A∗) + d(A) が成り立つ。

(iii) [A, 1, B]が [0]に縮むことと A = B∗ は同値である。

整数 m と整数 n ≥ 0 に対して [mn] = [

n︷ ︸︸ ︷
m, . . . ,m], tn = [2n] と定める。

A = [a1, . . . , ar], B = [b1, . . . , bs] に対して A ∗ B = [A, ar + b1 − 1, B],

A∗n =

n︷ ︸︸ ︷
A ∗ · · · ∗Aと定義する (n ≥ 1). 空でない線形鎖 A, B, C に対して

(A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C)が成り立つ。補題 1.1と補題 1.2を使って次を示

すことができる。

補題 1.3. A = [a1, . . . , ar]を許容線形鎖とする。

(i) 自然数 nに対して [A,n+ 1]∗ = tn ∗A∗ が成り立つ。

(ii) A∗ = tar−1 ∗ · · · ∗ ta1−1 である。

(iii) 自然数m, nがあって [A,m+1] = [n+1, A] (あるいはA∗ tm = tn ∗A)

であればm = n, a1 = · · · = ar = n+1 (あるいはA = t
∗r(A∗)
n )である。

次の補題を定理 1の証明で使用する ([To1, Corollary 8]).

補題 1.4. aを自然数、Aを許容線形鎖とする。B を許容線形鎖または空で

あるとする。[A, 1, B]はブローダウンの列の合成 π により [a]に縮むと仮定

する。さらに [a]は Aの像であるとする。

(i) [a]は Aの初めの曲線の像である。A∗ = [B,n+ 1, ta−1]をみたす自然

数 nがある。B ≠ ∅なら A = [a] ∗ tn ∗B∗ が成り立つ。

(ii) πの初めの n回のブローアップは [a]やその逆像に関して発芽的であり、

残りのブローアップは細分的である。すべての細分的ブローアップの合

成は [A, 1, B]を [[a] ∗ tn, 1]に潰す。
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(iii) πの各ブローアップの例外曲線は [a]の唯一の (−1)-曲線 (自己交点数が

−1の滑らかな有理曲線)である。

逆に任意の自然数 a, nと許容線形鎖 B に対して [[a] ∗ tn ∗B∗, 1, B]は [a]に

縮む。

1.1 尖点の解消

(C,P )を滑らかな曲面 V 上の曲線の芽とする。(C,P )は尖点であるとす

る。σ : V ′ → V をその最小埋め込み解消とする。σ は C の固有変換 C ′ が

σ−1(P )と横断的に交わる最短のブローアップの列 V ′ = Vn
σn−1−→ Vn−1 −→

· · · −→ V2
σ1−→ V1

σ0−→ V0 = V の合成である。次の補題は (C,P )が尖点であ

ることと σが最小であることから従う。

補題 1.5. i ≥ 1に対して C の Viにおける固有変換は (σ0 ◦ · · · ◦ σi−1)
−1(P )

と 1点で交わる。それは σi−1の例外曲線上にあり i < nなら次のブローアッ

プ σi の中心でもある。

σの最後のブローアップの例外曲線をD0 とする。

補題 1.6 ([To1, Lemma 11]). 次が成り立つ。

(i) σ−1(C)の双対グラフは次の形である。ただし g ≥ 1でありA1は σ0の

例外曲線を含むと約束する。

Æ Æ

| {z }

A

1

Æ

Æ

Æ

9

>

=

>

;

B

1

Æ

| {z }

A

2

Æ

Æ

Æ

9

>

=

>

;

B

2

Æ Æ

Æ

Æ

9

>

=

>

;

B

g 1

Æ

| {z }

A

g

Æ

D

0

Æ

Æ

9

>

=

>

;

B

g

Æ

C

0

Aiの既約成分Ai,1, Ai,2, . . . (あるいはBiの既約成分Bi,1, Bi,2, . . .) を

上図の左から右へ (あるいは下から上へ)向かって番号を付ける。この

向きと自己交点数A2
i,1, A

2
i,2, . . ., B

2
i,1, B

2
i,2, . . .によりAi, Biを線形鎖と

みなす。

(ii) σ = σ0 ◦ρ′1 ◦ρ′′1 ◦ · · · ◦ρ′g ◦ρ′′g と分解する。ここで各 ρ′i (あるいは ρ′′i )は

P の逆像に関して発芽的 (あるいは細分的)なブローアップからなる。

(iii) 各 ρi := ρ′i ◦ ρ′′i は次の性質を持つ。

(a) j < iに対して ρi は線形鎖 Aj , Bj を変えない。

(b) 各 iに対して Ai,1 の ρi ◦ · · · ◦ ρg による像は −1)-曲線である。
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(c) ρgはAg+D0+Bgを (−1)-曲線 ρg(Ag,1)に潰す。i < gに対して ρi

は (ρi+1◦· · ·◦ρg)(Ai+Ai+1,1+Bi)を (−1)-曲線 (ρi◦· · ·◦ρg)(Ai,1)

に潰す。

以後補題 1.6 (i)のとおりAi, Biを線形鎖とみなす。補題 1.5よりこれらは

許容線形鎖である。ρ′iのブローアップの回数を oiと書くと補題 1.4より次を

得る。

命題 1.7. i = 1, . . . , gに対して次が成り立つ。

(i) Ai = toi ∗B∗
i , A

∗
i = [Bi, oi +1].

(ii) Ai は E2 ≤ −3をみたす既約成分 E を含む。

1.2 尖点の特性列

前節の記号を引き続き用いる。α0 = multP C を C の P における重複度と

する。(C,P )が次の局所パラメータ表示を持つような P = (0, 0) ∈ V の近傍

の局所座標 (x, y)がある。

x = tα0 , y =
∞∑

i=α1

cit
i (cα1 ̸= 0, α1 > α0, α1 ̸≡ 0 (mod α0)).

このとき次をみたす自然数の列 (α0, α1, . . . , αk)が唯一ある。これを (C,P )

の特性列と呼んで ChP = ChP (C)と書く。

(i) gcd(α0, . . . , αk) = 1.

(ii) gcd(α0, . . . , αi−1) > 1 なら αi は cj ̸= 0 かつ gcd(α0, . . . , αi−1) >

gcd(α0, . . . , αi−1, j) をみたす最小の j である。

次により ChP から (C,P )の重複度列が得られる。i = 1, . . . , k に対して

γi = αi − αi−1 とおいて以下の通りユークリッドの互除法を実行する。

γi = ai,1mi,1 +mi,2 (0 < mi,2 < mi,1),

mi,1 = ai,2mi,2 +mi,3 (0 < mi,3 < mi,2),

· · · · · ·
mi,ni−2 = ai,ni−1mi,ni−1 +mi,ni (0 < mi,ni < mi,ni−1),

mi,ni−1 = ai,nimi,ni ,

ただしm1,1 = α0, mi+1,1 = mi,niである。ai,ni > 1, ni > 1であり、ai,1 ≥ 0,

ai,j > 0 (j > 1)である。このとき (C,P )の重複度列は次で与えられる。

(α0,

a1,1︷ ︸︸ ︷
m1,1, . . . ,m1,1, . . . ,

ai,j︷ ︸︸ ︷
mi,j , . . . ,mi,j , . . . ,

ak,nk︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1).
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は偶数

図 1: Ai と Bi の重み付き双対グラフ

逆にこの関係を使って mP から ChP を計算できる。詳細については [BK,

p.516, Theorem 12]や [MaSa]を参照していただきたい。ただしこれらの文

献では γ1 = α1 と定義されている。なお次の関係式により (C,P )のピュイ

ズー対 (Puiseux pairs) (q1, p1), . . . , (qk, pk) が ChP から計算される。

α0 = q1 · · · qk,
αi

α0
=

pi
q1 · · · qi

, gcd(qi, pi) = 1 (i = 1, . . . , k).

次にChP から計算されたmP と線形鎖 Ai, Biの関係を述べる ([To2, Propo-

sition 10], [BK, p.524, Theorem 15])。

命題 1.8. (m1,1, (m1,1)a1,1 , . . . , (mk,nk
)ak,nk

) と A1, B1, . . . , Ag, Bg の間に

次の関係が成り立つ。とくに g = kである。

(i) ni が奇数のとき

Ai = tai,1+1 ∗ [ai,2] ∗ · · · ∗ tai,ni−2+1 ∗ [ai,ni−1] ∗ tai,ni
,

Bi = [ai,ni ] ∗ tai,ni−1+1 ∗ · · · ∗ [ai,5] ∗ tai,4+1 ∗ [ai,3] ∗ tai,2 ,

である。ただし ni = 3 のときは Ai = tai,1+1 ∗ [ai,2] ∗ tai,3 , Bi =

[ai,3] ∗ tai,2 である。

(ii) ni が偶数のとき

Ai = tai,1+1 ∗ [ai,2] ∗ · · · ∗ tai,ni−1+1 ∗ [ai,ni ],

Bi = tai,ni
∗ [ai,ni−1] ∗ tai,ni−2+1 ∗ · · · ∗ [ai,5] ∗ tai,4+1 ∗ [ai,3] ∗ tai,2 ,

である。ただし ni = 2のときは Ai = tai,1+1 ∗ [ai,2], Bi = tai,2−1 で

ある。
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Aiと Biの重み付き双対グラフは図 1に記載のもので与えられる。図におい

て ∗ (または •)は (−1)-曲線 (または (−2)-曲線)を表す。各線形鎖には図の

左から右へ向きが与えられている。

2 定理1の証明

C を尖点 P1, P2 を持つ有理尖点平面曲線とする。σ : V → P2 を P1, P2 の

最小埋め込み解消、C ′ を σによる C の固有変換とする。D := σ−1(C)とお

く。σ = σ(1) ◦ σ(2)であるとしてよい。ここで σ(k)は Pk 上 (無限小近傍の点

も含む)のブローアップからなる。σ−1(Pk) の双対グラフは次の形をしてい

る (k = 1, 2)。

Æ Æ

| {z }

A

(k)

1

Æ

Æ

Æ
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Æ
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Æ
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Æ
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k

Æ
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σ(k) の初めのブローアップを σ
(k)
0 と書く。A

(k)
1 は σ

(k)
0 の例外曲線を含むと

約束する。上図においてA
(k)
1 , . . . , A

(k)
gk (またはB

(k)
1 , . . . , B

(k)
gk ) に左から右へ

(または下から上へ) 向きを与えてA
(k)
i とB

(k)
i 線形鎖 とみなす。補題 1.6よ

り σ(k) = σ
(k)
0 ◦ σ(k)

1,1 ◦ σ(k)
1,2 ◦ · · · ◦ σ(k)

gk,1
◦ σ(k)

gk,2
と分解できる。ここで各 σ

(k)
i,1

(または σ
(k)
i,2 )は Pkに関して発芽的 (または細分的)なブローアップからなる。

i ≥ 1について σ
(k)
i,1 ◦ σ(k)

i,2 は [A
(k)
i , 1, B

(k)
i ]を (−1)-曲線に潰す。σ

(k)
i,1 が行う

ブローアップの回数を o(k)i と書く。

以後 (C ′)2 = −1 と仮定する。F ′
0 = D

(1)
0 と置く。C ′ のブローダウンを

σ′ : V → V ′ とすると V ′ において (F ′
0)

2 = 0だから P1-ファイブレーション

p′ : V ′ → P1で F ′
0が非特異ファイバーであるものがある。p = p′ ◦ σ′ : V →

P1, F0 = F ′
0 + C ′ とおく。

注意. V ′ 上 (D
(2)
0 )2 = 0でもあるからもう一つの P1-ファイブレーションで

D
(2)
0 が非特異ファイバーになるものがある。

曲面 X = V \ D は Q-ホモロジー平面、すなわち hi(X,Q) = 0 (i > 0)

である。p|X の一般のファイバーは C∗∗ = P1 \ {3点 }である。このような
ファイブレーションは [MiSu]において研究がなされている。以後の証明では

その研究結果を使う。V からある n次ヒルツェブルフ曲面 Σn への双有理射

φ : V → Σn で p ◦ φ−1 : Σn → P1 が P1-束になるものがある。φは pの特

異ファイバーに含まれる (−1)-曲線を順次ブローダウンすることで得られる。

D
(1)
0 と交わる A

(1)
g1 +B

(1)
g1 の既約成分がちょうど 2つある。それらを S1, S3

とする。S2 = D
(2)
0 とおく。S1, S2, S3は pの 1-セクション、すなわちファイ

バーとの交点数が 1である。Dはこれら以外に pのセクションを含まない。
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図 2: Fi の双対グラフの候補 (i = 1, 2)

補題 2.1. φ(S1+S2+S3)は滑らかであるとしてよい。φ(S1) ∼ φ(S2) ∼ φ(S3)

(線形同値)であり、各 iに対して n = φ(Si)
2 = 0である。

証明. φ(S1 + S2 + S3)が特異点 P を持つとする。P のブローアップ ϕ1を行

う。V 上 S1 + S2 + S3は滑らかだから φ = ϕ1 ◦ φ′となるように φのブロー

アップの順序を選べる。P を通る p ◦φ−1のファイバーの ϕ1による固有変換

を F ′として、そのブローダウン ϕ2を行う。F ′は p ◦φ′−1
の特異ファイバー

の既約成分だから φを ϕ2 ◦φ′で置き換えることができる。φ(S1+S2+S3)が

持ち得る特異点はこの操作を繰り返して解消可能であることが分かる。よっ

て φ(S1 + S2 + S3)が滑らかであるようにブローダウン φを行うことができ

る。残りの主張はこのことから従う。

F0 以外の pの特異ファイバーを F1, . . . , Fl とする。i = 1, . . . , lに対して

D に含まれない Fi の既約成分の和を Ei と書く。D の双対グラフはループ

を含まないので各 Eiは 0ではない。よって p|X によるX の像はCである。

κ(V \D) = 2だから [MT2, Main Theorem]より Ei の各既約成分はDと少

なくとも 2点で交わる。[MiSu, Lemma 1.5]において 3つの 1-セクションを

持つC∗∗-ファイブレーションの特異ファイバーがいくつかの型に分類されて

いる。それらの中で Eiの各既約成分がDと少なくとも 2点で交わるものは

(I1)型と (III1)型の特異ファイバーだけである。Dの双対グラフがループを

含まないことから各 Fiは (III1)型であることが分かる。[MiSu, Lemma 2.3]

より pは F0以外に特異ファイバーを高々2つしか持たない。S2はD−S2と

3点で交わるので pはちょうど 3つの特異ファイバー F0, F1, F2 を持つ。各

i = 1, 2に対して Fi + S1 + S2 + S3の双対グラフは図 2に記載のもののどれ

かと一致する。なお図において ∗は (−1)-曲線を表す。また Ei = Ei1 + Ei2

であり、Ti,j は空かもしれない。
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図 3: D + E1 + E2 の双対グラフ

補題 2.2. 各 i = 0, 1, 2に対して φ(Fi) = φ(F ′
i )である。Fi + S1 + S2 + S3

の双対グラフは図 2の初めのものと一致する。

証明. 補題 2.1より φ(F0) = φ(F ′
0)である。φが F ′

1を潰すと仮定する。図 2

のグラフにおいて F ′
1 は Sj と交わるとする。φ = φ3 ◦ φ2 ◦ φ1 と分解する。

ここで φ2 は F ′
1 のブローダウンである。φ1(F

′
1)はD +E1 +E2 の 3つの既

約成分と交わる。補題 2.1より φ1(F
′
1)は Sj 以外のセクションの φ1 による

像と交わらない。よって φ2(φ1(Sj))φ2(φ1(F1)) > 1 となってしまう。従って

φは F ′
1を潰さない。同様にして φが F ′

2を潰さないこともわかる。もし F ′
1,

F ′
2の少なくとも一方が S2と交わらなければ φ(S2)

2 > 0となり補題 2.1に反

する。よって F ′
1 と F ′

2 は S2 と交わる。

補題 2.2よりD + E1 + E2 の双対グラフは図 3に記載のものと一致する。

3 定理1の証明の続き

前節の記号を引き続き使用する。各 iに対して gi ≤ 2であることに注意す

る。図 3において各 Tij に左から右へ向きを与えて線形鎖とみなす。各 i ≠ 2

と j = 1, 2に対して si = −S2
i , fj = −(F ′

j)
2 とおくと si ≥ 2, fj ≥ 2である。

補題 3.1. 次が成り立つ。

(i) B
(1)
g1 = [S1, T11]であるとしてよい。このとき T21 = ∅であり T22 = tl22

と書ける (l22 ≥ 0).

(ii) k12 ≥ 1, k34 ≥ 1があって [S1, T11]
∗ = [T12, k12 + 1, tl22 ], [F

′
1, T13]

∗ =

[T14, k34 + 1, tk12−1], [T24, S3]
∗ = [tk34−1, f2, T23] と書ける。A

(1)
g1 =

t
o(1)g1

∗ [T12, k12 + 1, tl22 ] である。

証明. (i) B
(1)
g1 は [S1, T11], [S1, T21], [S3,

tT14], [S3,
tT24]のどれかである。図

3においてD +E1 +E2の双対グラフは F ′
1, S2, F

′
2を通る直線と S1, S2, S3

を通る直線に関して対称である。このことからB
(1)
g1 = [S1, T11]であるとして

よい。このとき T21 = ∅である。T22 ̸= ∅とすると φは [E21, T22]を (−1)-
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曲線に潰す。よって補題 1.4より T22 = tl22 と書ける (l22 ≥ 1). T22 = ∅の
ときには l22 = 0と定める。

(ii) φ = φ0◦φ21◦φ11◦φ12◦φ22と分解できるとしてよい。ここでφ0はC ′の

ブローダウン、φijは Ti,2j−1+Eij+Ti,2jのブローダウンである。[E21, T22] =

[1, tl22 ], φ(S1)
2 = 0だから補題 1.2 (iii)よりφ11は [S1, T11, E11, T12]を [l22+

1]に潰す。よって補題 1.4より [S1, T11]
∗ = [T12, k12+1, tl22 ] と書ける (k12 ≥

1). S1とその逆像に関して細分的な φ11のブローアップをすべて合成したも

のは [T11, E11, T12]を [tk12−1, 1]に潰す。φ(F ′
1)

2 = 0なので補題 1.2 (iii)よ

り φ12 は [F ′
1, T13, E12, T14]を [k12]に潰す。よって補題 1.4より [F ′

1, T13]
∗ =

[T14, k34 + 1, tk12−1]と書ける (k34 ≥ 1). 同様に φ22 は [T23, E22, T24, S3]を

[k34]に潰す。従って補題 1.4より [S3,
tT24]

∗ = [tT23, k + 1, tk34−1] と書ける

(k ≥ 1). φ(F ′
2)

2 = 0だから 0 = −f2 + k + 1である。最後の主張は命題 1.7

から従う。

B
(2)
g2 は

t
[T12, F

′
1], [F

′
1, T13],

t
[T22, F

′
2], [F

′
2, T23] のどれかである。これらを

個別に考察することにより定理 1の前半の主張の証明は完了する。本稿では

B
(2)
g2 =

t
[T12, F

′
1] の場合だけを扱う。残りの場合も同様に議論することがで

きる。以後 B
(2)
g2 =

t
[T12, F

′
1]と仮定する。

補題 3.2. T13 = ∅, k34 = 1, T14 = tf1−k12−1, [T24, S3]
∗ = [f2, T23]である。

証明. B
(2)
g2 =

t
[T12, F

′
1] だから T13 = ∅ であり、補題 3.1 より [T14, k34 +

1, tk12−1] = tf1−1である。よって k34 = 1, T14 = tf1−k12−1となる。従って補

題 3.1より [T24, S3]
∗ = [f2, T23]である。

3.1 g2 = 1のとき

A
(2)
1 = [T22, F

′
2]またはA

(2)
1 =

t
[F ′

2, T23]である。A
(2)
1 = [T22, F

′
2]とすると

T23 = ∅だから補題 3.2より [T24, S3] = tf2−1である。よって T14 +S3 + T24

の既約成分はすべて (−2)-曲線であり A
(1)
g1 も (−2)-曲線だけからなる。これ

は命題 1.7に反する。よって A
(2)
1 =

t
[F ′

2, T23]であり T22 = ∅である。従っ
て補題 3.2と命題 1.7より [T24, S3] = [o

(2)
1 +1, T12, F

′
1]が成り立つ。このこと

から T24 ≠ ∅でなければならない。
T14 = ∅ とする。f1 = k12 + 1, g1 = 1, A

(1)
1 = [T24, S3] が成り立つ。

tl22 = T22 = ∅ だから補題 3.1 より B
(1)
1 = [T12, f1]

∗ を得る。よって命

題 1.7より [o
(2)
1 +1, T12, f1] = [T24, S3] = t

o(1)1
∗ [T12, f1] が成り立つ。これ

より o(1)1 = 2, o(2)1 = 1 となる。このとき [T12, f1] = t1 ∗ [T12, f1] だから

[T12, f1]
∗ = [[T12, f1]

∗, 2]となってしまう。従って T14 ̸= ∅である。g1 = 1と

すると A
(1)
1 = [T14, S3], T24 = ∅となり T24 ̸= ∅であることに反する。よっ

て g1 = 2である。このときA
(1)
2 = S3だから補題 3.1より T12 = ∅, o

(1)
2 = 1,

A
(1)
2 = S3 = [k12 + 2] が成り立つ。命題 1.7より B

(1)
2 = tk12 を得る。

91



補題 3.2より T14は (−2)-曲線だけからなるので命題 1.7より B
(1)
1 = tT14,

A
(1)
1 = T24 となる。これと補題 3.2と命題 1.7を使って [f2, T23] = tk12+1 ∗

[tf1−k12−1, o
(1)
1 +1] と計算される。∅ ̸= T14 = tf1−k12−1 だから [f2, T23] =

[tk12
, 3, tf1−k12−2, o

(1)
1 +1] が成り立つ。一方命題 1.7より [f2, T23] =

tA
(2)
1 =

tf1−1∗to(2)1
= [tf1−2, 3, to(2)1 −1

]である。よって o(2)1 = 2, o
(1)
1 = 1, f1 = k12+2

を得る。k = k12とおくとA
(1)
2 = [k+2], B

(1)
2 = tk, B

(1)
1 = [2], B

(2)
1 = [k+2]

となる。命題 1.7より A
(1)
1 = [3], A

(2)
1 = [2, 3, tk]である。以上の結果に命題

1.8を適用して Data(C) = [(2(k + 1), (k + 1)2), ((k + 2)2, k + 1)] と計算す

ることができる。これは定理 1 (2) a = 1, b = k + 1の場合である。

3.2 g2 = 2のとき

A
(2)
2 = F ′

2, T22 ̸= ∅である。補題 3.1より T22は (−2)-曲線だけからなる。

よって命題 1.7よりB
(2)
1 = tT22, A

(2)
1 = tT23でありA

(2)
1 = t

o(2)1
∗ [l22 +1]で

ある。また補題 3.1より r(A
(1)
g1 ) ≥ 2だから g1 = 1でなければならない。こ

のとき A
(1)
1 = [T14, S3]または A

(1)
1 = [T24, S3]である。補題 3.2より T14 は

(−2)-曲線だけからなる。補題 3.1より A
(1)
1 − S3 は (−2)-曲線以外の既約成

分を含む。よって A
(1)
1 = [T24, S3], T14 = ∅, f1 = k12 + 1 を得る。

A
(2)
2 = F ′

2 だから命題 1.7より tf2−1 = [o
(2)
2 +1, T12, f1]が成り立つ。よっ

て o(2)2 = 1, f1 = 2, T12 = tf2−3 である。従って k12 = 1となる。補題 3.1

より [S1, T11] = t∗f2+l22−2 = [f2 + l22 − 1] を得る。命題 1.7 と補題 3.2 よ

り [f2, T23] = A
(1)
1

∗
= [S1, T11, o

(1)
1 +1] = [f2 + l22 − 1, o

(1)
1 +1] と計算で

きる。よって l22 = 1, T23 = [o
(1)
1 +1] であり o(2)1 = 1, o(1)1 = 2 となる。

k = f2 − 2とおくと k ≥ 1であり B
(1)
1 = [k + 2], A

(2)
2 = [k + 2], B

(2)
1 = [2],

A
(2)
1 = [3]である。命題 1.7より A

(1)
1 = [2, 3, tk], B

(2)
2 = tk である。これら

から Data(C) = [(2(k + 1), (k+ 1)2), ((k+ 2)2, k + 1)]と計算される。これ

は定理 1 (2) a = 1, b = k + 1の場合である。

3.3 定理 1の前半の主張の証明

B
(2)
g2 =

t
[T12, F

′
1]の場合と残りの場合の D + E1 + E2 の双対グラフを図

4に示す。ただし k, lは自然数である。各グラフと Data(C)と定理 1に記載

のData(C)の関係は以下のとおりである。これらから定理 1の前半の主張が

従う。

(1) B
(2)
g2 =

t
[T12, F

′
1]

(1–1) g2 = 1. Data(C) = [(2(k + 1), (k + 1)2), ((k + 2)2, k + 1)] であ

り定理 1 (2) (a = 1, b = k + 1)に一致する。
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(1–2) g2 = 2. Data(C) = [(2(k + 1), (k + 1)2), ((k + 2)2, k + 1)] であ

り定理 1 (2) (a = 1, b = k + 1)に一致する。

(2) B
(2)
g2 = [F ′

1, T13]

(2–1) k34 = 1. Data(C) = [(((l + 1)(k + 1), l(k + 1), (k + 1)l), ((l(k +

1)+1)2, (k+1)l)] であり定理 1 (2) (a = l, b = k+1)に一致する。

(2–2) k34 > 1, T14 = ∅. Data(C) = [((k + 1)3), (2k + 1, k2)] であり定

理 1 (1) (a = 1, b = k + 1)に一致する。

(2–3) k34 > 1, T14 ̸= ∅. Data(C) = [(((l+1)(k+1))2, (k+1)l+1), ((l+

1)(k+1)+k, l(k+1)+k, (k+1)l, k)] であり定理 1 (1) (a = l+1,

b = k + 1)に一致する。

(3) B
(2)
g2 =

t
[T22, F

′
2]

(3–1) g2 = 1. Data(C) = [(2k + 1, k2), ((k + 1)3)] であり定理 1 (1)

(a = 1, b = k + 1)に一致する。

(3–2) g2 = 2, k12 = 1. Data(C) = [(((l + 1)(k + 1) + 1)2, (k +

1)l+1), ((l + 2)(k + 1), (l + 1)(k + 1), (k + 1)l+1)] であり定理

1 (2) (a = l + 1, b = k + 1)に一致する。

(3–3) g2 = 2, k12 > 1. Data(C) = [((l+1)(k+1)+ k, l(k+1)+ k, (k+

1)l, k), (((l+1)(k+1))2, (k+1)l+1)] であり定理 1 (1) (a = l+1,

b = k + 1)に一致する。

(4) B
(2)
g2 = [F ′

2, T23]

(4–1–1a) g2 = 1, g1 = 1, k34 = 1. Data(C) = [(k + 3), ((k + 2)3)] であり

定理 1 (3) (a = 1, b = k + 2)に一致する。

(4–1–1b) g2 = 1, g1 = 1, k34 > 1. Data(C) = [((k + 2)3), (k + 3)] であり

定理 1 (3) (a = 1, b = k + 2)に一致する。
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(4–1–2a) g2 = 1, g1 = 2, k34 = 1. Data(C) = [(((l + 1)(k + 2))2, (k +

2)l+1), ((l + 1)(k + 2) + 1, l(k + 2) + 1, (k + 2)l)] であり定理 1

(3) (a = l + 1, b = k + 2)に一致する。

(4–1–2b) g2 = 1, g1 = 2, k34 > 1. Data(C) = [((l+1)(k+2), l(k+2), (k+

2)l), ((l(k+2)+k+1)2, (k+2)l, k+1)] であり定理 1 (4) (a = l,

b = k + 2)に一致する。

(4–2–1) g2 = 2, k34 = 1. Data(C) = [((l(k + 2) + k + 1)2, (k + 2)l, k +

1), ((l + 1)(k + 2), l(k + 2), (k + 2)l)] であり定理 1 (4) (a = l,

b = k + 2)に一致する。

(4–2–2) g2 = 2, k34 > 1. この場合 k34 = 2 である。Data(C) = [((l +

1)(k+2)+1, l(k+2)+1, (k+2)l), (((l+1)(k+2))2, (k+2)l+1)]

であり定理 1 (3) (a = l + 1, b = k + 2)に一致する。

3.4 定理 1の後半の主張の証明

Γを図 4に記載のグラフの一つとする。補題 1.2 (iii) と補題 1.4 より Γの

部分グラフ F0, F1, F2は互いに交わらない 0-曲線にブローダウンできる。こ

のブローダウンによる S1, S2, S3の像は互いに交わらない 0-曲線であり、各

Fi の像と横断的に交わる。よって Σ0 の 3本のファイバーとセクションから

始めてこのブローダウンの手順を逆にたどることによって Γを実現すること

ができる。補題 1.4より Γ−E1 −E2 −C ′はP2の 2点に潰すことができる。

よって定理 1に記載の Data(C)は 2つの尖点を持つ有理尖点平面曲線 C の

尖点のものとして実現できる。
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Wonderful Presents from Iitaka and Grothendieck

Kazuhisa Maehara

August 31, 2012

1 Introduction

Professor Iitaka presents a list of problems for arithmetic, algebraic and analytic geometry, which
is called Iitaka program. The canonical Iitaka fibration is one thing among them and it defines
Kodaira dimension. Kodaira dimension is a birational(resp. bimeromorphic) invariant and plays
a central role for perspective view of arithmetic, algebraic and analytic varieties among all. To
classify the category whose objects are algebraic varieties and whose morphisms are rational maps
he proposes a lot of conjectures: for a fibre space V/W of algebraic varieties

κ(V ) ≥ κ(Vw) + κ(W )

From spirit of Iitaka classification of algebraic varieties by Kodaira dimension it leads to Mori
(resp. Kawamata) program. Iitaka’s insight from point of view of Kodaira dimension admits
many properties for curves and surfaces to still hold for higher dimensional varieties. For exam-
ple Kobayashi-Ochiai’s theorem generalizes de-Franchi’s theorem for curves. Severi’s theorem for
curves ≥ 2 is generalized to higher dimensional varieties. The efforts to try to prove these conjec-
tures makes me to notice the general theories of Grothendieck’s, a theory of schemes (EGA1-4), a
theory of etale fundamental groups or Galois category, deformation theory for additive category,
an extension theory of group sheaves over topos and a categorical homotopic theory. In this talk I
will explain the last one to obtain a general theorem available to a local test category which is an
analogue to locally simply connected space and apply it to our situation, algebraic schemes, non
commutative algebraic stacks, etc.
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2 Preliminary

2.1 The theory of the homotopy type of Grothendieck[Malt],[Cisinski]

The homotopical category Hot is originally the category of the CW-complexes. The homotopical
category is the category whose objects are topological spaces, and whose morphisms are homotopy
equivalence classes of continuous maps. Two topological spaces X and Y are isomorphic in this
category if and only if they are homotopy-equivalent. This Hot is equivalent to the category
localizing the category of all the topological spaces and continuous maps by topological weak
equivalences W∞ such that

• W∞ is a part of the continuous

• π0(f) : π0(X)→ π0(Y ) are bijections.

• πn(f, x) : πn(X, x)→ πn(Y, f(x)) are isomorphisms of groups for n ≥ 1.

That is
Hot ∼= W−1

∞ Top.

The category of simplexes is the category the objects of which

∆m = {0, 1, · · · ,m}

and the morphisms of which are increasing maps. The category ∆̂ of the presheaves over ∆ is called
the category of the simplicial sets. We have a unique couple of adjoint functors,i.e., topological
realization and singular simplicial set functor

| · | : ∆̂→ Top, S : Top→ ∆̂

A simplicial weak equivalence is a morphism of simplicial sets the topological realization of which
is a homotopy equivalence. This simplicial equivalence is described W∞. Then the topological
realization functor and the singular simplicial set functor are compatible with weak equivalences
and induce categorical equivalences

W−1
∞ ∆̂→ W−1

∞ Top, W−1
∞ Top→ W−1

∞ ∆̂

which are quasi-inverses.
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The homotopical category Hot can be obtained as a localization of the 2-category Cat the
objects of which are the small categories and the morphisms of which are the functors. There are
a couple of adjoint functors, i.e., the categorical realization functor and the nerf functor,

c : ∆̂→ Cat, N : Cat→ ∆̂

where the restriction of c to ∆ is the inclusion ∆ ⊂ Cat and the simplicial set

(N(C))m = HomCat(∆m, C), m ≥ 0

the ordered set ∆m being as a category. A categorical weak equivalence is defined to be a functor
the nerf of which is a simplicial weak equivalence. Let W∞ be the part of Fl(Cat) which are the
categorical equivalences. The nerf functor is compatible with categorical weak equivalence and
induces a categorical equivalence:

W−1
∞ Cat→ W−1

∞ ∆̂

However, the categorical realization functor is not compatible with the categorical weak equiva-
lences. A quasi-inverse functor to N

Simpl : ∆̂→ Cat

, where it associates a simplicial set K to a category of simplexes Simpl(K). The Simpl functor
induces a categorical equivalence

W−1
∞ ∆̂→ W−1

∞ Cat

which is a quasi-inverse to the nerf functor N . A categorical weak equivalence is characterized by
Artin-Mazur equivalence. Let u : A→ B be a functor of small categories and F a locally constant
over B̂. A morphism of toposes (u∗, u∗) : Â→ B̂ is Artin-Mazur equivalence if and only if

Hm(B̂, F )→ Hm(Â, u∗F )

are isomorphisms for m ≥ 0 and any locally constant sheaf F .( as sets for m = 0, as groups for
m = 1, as abelian groups for m ≥ 2.) Let A be a small category and iA : Â → Cat (F → A/F )
Then

WÂ = i∗AW∞

A couple of adjoint functors
iA : W−1

A Â→ W−1
∞ Cat

and
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i∗A : Hot = W−1
∞ Cat→ W−1

Â
Â

, where
iA
∗ : Cat→ ÂC 7→ (a 7→ HomCat(A/a,C))

are categorical equivalences, quasi-inverses each other if and only if A is said to be a weak test
category. A morphism u : A → B of Cat is aspheric if u/b : A/b → B/b is a weak equivalence
for any object b of B. Grothendieck says A is a weak test category if and only if for any category
with a final object i∗A is aspheric, i.e., i∗A in W∞.

A category A is a local test category if and only if for any object a A/a is a weak test category.
A category A is a test category if and only if A is a weak test category and a local test category

at once.
A test category is as good as the category of simplicial sets ∆.

Theorem 1 (Theorem A of Quillen’s) If u : A→ B is a morphism of Cat such that u/b : A/b→
B/b is in W∞ for any object b of B, then u is in W∞.

Definition 1 (Weak Basic Localizer) The weak basic localizer W is characterized by the fol-
lowing conditions.

• (La weak saturation) the identity is in W . If two morphisms of a commutative triangle in
W , then the third of them is in W . If i : A ⊂ B , r : B → A and r ◦ i = idA, then ir ∈ W
implies i ∈ W .

• (Lb final object) If A is a small category with a final object, then the unique functor A→ {pt}
is in W .

• (Lc Theorem A of Quillen’s) If u : A→ B is a morphism of Cat such that u/b : A/b→ B/b

for all objects b of B, then u is in W .

Definition 2 (Basic Localizer) The basic localizer W is characterized by the following condi-
tions.

• (La weak saturation) the identity is in W . If two morphisms of a commutative triangle in
W , then the third of them is in W . If i : A ⊂ B , r : B → A and r ◦ i = idA, then ir ∈ W
implies i ∈ W .

• (Lb final object) If A is a small category with a final object, then the unique functor A→ {pt}
is in W .
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• (LC relative Theorem A of Quillen’s) Given a commutative triangle in Cat

A
u //

v
��@

@@
@@

@@
B

w
��~~
~~
~~
~

C

and if u : A → B is a morphism of Cat such that u/c : A/c → B/c for all objects c of C,
then u is in W .

Given a weak basic localizer W , we can do an analogue to an original categorical weak equiv-
alence W∞. We have analogous notions, HotW=W−1Cat, W -weak test categories, W -local test
categories, W -test categories.

Kan extensions are universal constructs in category theory.

Definition 3 Let A,B,C be three categories and F : A→ B, G : A→ C.

A
F //

G
��

B

R

M

ww

R

��~~
~~
~~
~

C

The right Kan extension of G along F consists of a functor R : B → C and a natural transfor-
mation η : RF → G which is co-universal so that for any functor M : B → C and a natural
transformation µ : MF → G, there exists uniquely a natural transformation δ : M → R in the
following commutative diagram.

RF
η

}}{{
{{
{{
{{

G MF
µoo

δF
ccGGGGGGGG

The left Kan extension of G along F is dual to the right Kan extension.

A
F //

G
��

B

Mww

L

��~~
~~
~~
~

C

LF
δF

##F
FF

FF
FF

F

G µ
//

η

= ={{{{{{{{
MF
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A theory of Kan homotopical extensions is the concept of Grothendieck theory of derivaters. A
localizer is a couple of (M,W ) such that M is a category and such that W is a part of morphisms
Hot(M,W )(I) is a localization of the category Func(I,M) of functors from I to M by induced W

argument-wise on natural transformations. For any functor u : I → J between small categories
we have an inverse image functor u∗ : Hot(M,W )(J)→ Hot(M,W )(I)

I
u //

��@
@@

@@
@@

@ J

~~}}
}}
}}
}}

M

If there exists a structure of a Quillen,s closed model category on M whose weak equivalences
are W and if M admits small inductive limits (resp. projective limits), then there exist the left
Kan extensions (resp. the right Kan extensions). For example the localizer (Cat,W∞) is the one.
For every functor F : I → Cat, we obtain a cofibred category by Grothendieck construction which
is called an integration of F along I; ∫

I
F → I

From the following diagram ∫
I F

��

u! //
∫
J F

��
I

u // J

we obtain
u! : Hot(Cat,W )(I)→ Hot(Cat,W )(J)

induced by localization. This is a left adjoint functor to

u∗ : Hot(Cat,W )(J)→ Hot(Cat,W )(I)

The dual notion of integration is co-integration, denoted by 5IF = (
∫
Io F

o)o for a contra-variant
functor F : Io → Cat.

Given a basic localizer W , Grothendieck says a functor between small categories u : A → B

(resp. B′ → B ) is W -proper (resp. W -smooth) if for any cartesian square

A′
w //

u′

��

A

u

��
B′ v

// B

the base change morphism
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u′!w
∗ → v∗u!

is an isomorphism, where u! : Hot(Cat,W )(A)→ Hot(Cat,W )(B) and u′! : Hot(Cat,W )(A′)→ Hot(Cat,W )(B′)
are homotopical left Kan extensions. They are dual each other.

Let A be a small category and a functor

jA : Â→ Cat/A

defined by jAX = (A/X,A/X → A). Since j−1
A (W/A) = WÂ, the functor jA induces

jA : HW Â→ HotWCat//A = (W/A)−1Cat/A

which is called the category of W -types of locally homotopical constants over A and HW = W−1.

Proposition 1 Let W a basic localizer and A a W -local test category. Then

jA : HW Â→ HotWCat//A

is a categorical equivalence.

Â
jA //

dis

**UUU
UUU

UUU
UUU

UUU
UUU

UUU
U

p∗

��

Cat/A

ˆA×∆ Hom(Ao, Cat)
N

oo

Ξ′
OO

Ξ′ : Hom(Ao, Cat)→ Cat/A F 7→ 5AF

Ξ : Cat/A→ Hom(Ao, Cat) a 7→ a\C

Representations of a presheaf of small categories over a category. Let A be a small category
and A a presheaf of small categories over a category A. The category Rep(A) of representations
of A as follows. An object of Rep(A) is a couple (X, ξ) such that Xa is a presheaf over Aa for each
object a of A and for every morphism α : a → a′ a morphism of presheaves ξα : Xa′ → A∗aXa for
each object a of A and ξ1a = 1Xa . We have a following picture;

Xa Xa′ → A∗αXa

Aa Aa′Aα
oo

a α // a′
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For any composed morphisms of A

a α // a′
α′ // a′′

we have the following commutative diagram

Xa′′
ξα //

ξ′αα

11A∗α′Xa′
A∗
α′ξα// A∗α′A∗αXa

To each morphism φ : (X, ξ)→ (Y, η) associates a morphism φa : Xa → Ya for any object a of
A such that for any α : a→ a′ the following square is commutative.

Xa′

φα′

��

ξα // A∗αXα

A∗αφα
��

Ya′ ηα
// A∗αYα

Let A be a small category, G a presheaf of small groupoids over A and BG = 5G the classifying
category associated to G.

Lemma 1 Let A be a small category and A a presheaf of small categories over A. Then we obtain
the canonical categorical equivalence.

5̂A ∼= Rep(A)

Theorem 2 (Grothendieck) Let W be a basic localizer and u : A → B a W -smooth functor.
Then if B is a W -local test category, A is also a W -local test category.

We here assume an axiom of great cardinality which is said to be the principle of Vopenka.
Hence every localizer over a small category is accessible.

Corollary 1 Let W be an accessible basic localizer and A a W -local test category and A a presheaf
of small categories over A. Then the category of A-representations admits a structure of closed
model category with generated cofibrant the cofibrations of which are the monomorphisms and the
weak equivalences of which are the W -equivalences. If moreover W is proper, then this structure
is proper. There exists a categorical equivalence between the homotopical category HWRep(A) and
the category HotW//5 A of the locally constant W -homotopy types over 5A.

HotW//5 A ∼= 5A
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Given a presheaf of small groupoids G over a small category A, we have a classifying space BG
of G with a universal G-torsors

EG→ BG

From now on suppose a basic localizer is accessible and that A is a W -local test category.
Since EG is a G-torsor over BG and since the morphism from EG to the final object of G

is a right proper W -equivalence. We can construct such a classifying space by choosing locally
cofibrant representation EG that the morphism from EG to the final object of Rep(G) is a trivial
fibration in the meaning of the structure of the category of local closed models with respect to
W . We can hence define BG as the quotient of EG under action of G. The forgetful functor
RepG/EG→ RepG is a left Quillen equivalence for the categorical structures of local or injective
closed models with respect to W .

There exists a left Quillen equivalence

Rep(G)/EG→ Â/BG (X,X → EG 7→ (G\,G\ → BG

Since we have a categorical equivalence

HWRep(G)/EG ∼= HW Â/BG

and a canonical categorical equivalence

HWRep(G)/EG ∼= HWRep(G)

we have a descent functor which is a categorical equivalence

Desc : HWRep(G)←→ HW Â/BG

The descent functor admits a monodromy functor as quasi-inverse

Mon : HW Â/BG←→ HWRep(G)

defined by
(X,X → BG Mon // X ×BG EG

The fact that functors descent and monodromy which are quasi-inverses can be considered as
a generalization of the topological Galois theory giving a correspondence between the category
of covering of a locally simply connected space and the category of its fundamental groupoid
representations.
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3 Results

Let us consider the 2-category of categories of the sheaves of groupoids representations whose
objects are the sheaf of groupoids representation categories and whose morphisms are functors
compatible with sheaf of groupoid action. Apply it to the category Sch of locally noetherian
conncted normal schemes and take a sheaf G of groupoids as a sheaf of categories whose objects
are universal schemes over opens and whose morphisms are Grothendieck etale fundamental groups
acting on universal schemes. Then

Rep(G) = 5̂G

HWRep(G) ∼= HW
ˆSch/5G

HWRep(G) ∼= HotW//5G

Let X be a locally noetherian connected normal scheme and replace Sch by Sch/X. We obtain

Rep(G|X) = ˆ5G|X

HWRep(G|X) ∼= HW
ˆSch/X/5G|X

HWRep(G|X) ∼= HotW//5G|X

Hence X is uniquely defined by G|X. G|X is determined by the absolute Galois groups of all
points on X.

Proposition 2 Let k be a ground field. Let K be a function field over k and Ks a separable
closure of K in an algebraically closed extension of K. Then to each automorphism σ ∈ Autk(K)
associates an automorphism of Gal(Ks/K) such that

σ ∈ Autk(K) // (g 7→ gσ) ∈ Aut(Gal(Ks/K))

which is a mono-morphism. Here extensions are given for each automorphism of Autk(K).

Proof 1 Let Autk(Ks, K) = {g|g ∈ Autk(Ks), g(K) ⊂ K}. We have a natural homomorphism

ϕ : Autk(Ks, K)→ Autk(K).

Then Gal(Ks/K) = ker(ϕ). Note that Gal(Ks/K) is center-free. Thus for any σ 6= id of Autk(K)
there exists an extension σ̄ since Ks/K is algebraic such that g 7→ gσ = σ̄−1gσ̄ is non-trivial
automorphism. g 7→ gσ = g for all g implies σ = id. Hence gα = gβ for all g implies α = β. Thus
σ 7→ (g ∈ Gal(Ks/K) 7→ gσ ∈ Gal(Ks/K)) is injective.
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Proposition 3 Let G denote AutK(Ks) = Gal(Ks/K).

1. there exists an exact sequence

1→ AutK(Ks)→ Autk(Ks, K)→ Autk(K)→ 1

2. In the following diagram, the vertical homomorphism is surjective and the horizontal homo-
morphism is defined by gσ for an element σ of Autk(Ks, K) for any element g of AutK(Ks).
Here σ̄ is an extension when σ is an element of Autk(K).

σ 7→ (g 7→ gσ = σ̄−1gσ̄)

Autk(Ks, K) //

��

Aut(AutK(Ks))

Autk(K)

3.
Autk(Ks) = lim

←→ψ
Autk(Ks, ψ(K))

where ψ runs all Autk(Ks).

4.
AutK(Ks) / Autk(Ks, K)

5.
Autψ(K)(Ks) / Autk(Ks, ψ(K))

6. There exists a surjection
Aut(Gal(Ks/K))→ Autk(Ks)

which is a fibre space with the same fibre Gal(Ks/K).

Proof 2 1. Since Ks/K is separably algebraic, every automorphism of Autk(K) is able to have
an extension to Autk(Ks) which keeps K into itself. Hence we have a surjective homomor-
phism

Autk(Ks, K)→ Autk(K)

whose kernel is AutK(Ks). In fact K is a fixed field by action Gal(Ks/K) on Ks.

2. From (1) it is obvious.
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3. It follows from (1) and (2) replacing K by ψ(K).

4. From (1) it follows immediately.

5. The proof is the same argument as (4).

6. Since Autk(ψ(K)) is isomorphic to Autk(K) and

Autk(Ks) = lim
←→ψ

Autk(Ks, ψ(K))

we get (6) with the aid of (1).

Definition 4 Let k be a ground field and K a function field over k. A groupoid is defined to be a
category whose object is Spec(Ks) and whose morphisms are Gal(Ks/K).

Proposition 4 Let k be an algebraically closed field. Let E be a groupoid extension of a profinite
group P by a groupoid G. Assume

• E has a group section over P . Here it is necessary to assume k is algebraically closed.

• P is the absolute Galois group ΓK = Gal(K̂/K).

• G is a groupoid whose objects is the separably algebraic closure of a field in an algebraically
closed field, i.e., Spec(Ks) and whose morphisms are the absolute Galois groups acting the
object.

• the automorphism group AutΓL(GL) of GL is locally algebraic group for every algebraic ex-
tension field L of K.

Then P is trivial extension after base-change by a finite extension K ′ of K.

Proof 3
H1(P,Aut(G)) //

))TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
H1(P, (G→ Aut(G)) //

��

H2(P,G)

H1(P,Out(G))

A given extension class is in H1(P, (G→ Aut(G)). If E has a group section, P → E, E → Inn(E)
and Inn(E) → Aut(G) gives an element H1(P,Aut(G)) ∼= Hom(P,Aut(G)). By assumption this
image is a finite group. After base-change E attains a trivial extension.
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We will next give a proof for a special case, which is a prototype of the precedent. Let p be a
prime number. Let K be a subfield of a finitely generated field extension of Qp, which is called a
subp-adic field. Let Gal(/K) be the absolute Galois group Gal(K̂/K), where K̂ is the algebraic
closure of K in an algebraically closed field containing K. In the following commutative diagram

SpecK(X) //

''OO
OO

OO
OO

OO
O

SpecK(Y )

wwooo
oo
oo
oo
oo

SpecK(S)

��
SpecK

where K(X), K(Y ) and K(S) are function fields which are regular extensions over K, i.e., X, Y ,
S are varieties geometically irreducible, reduced over K, if X is trivial, i.e., X = X0 ×K S for
some variety X0 over K, when does Y decompose Y = Y0 ×K′ S for some variety Y0 over a finite
extension K ′ of K? The answer is yes when AutK̂(SpecK̂(Y )) is a group scheme which is locally
of finite type, i.e., locally algebraic group.

Remark 1 1. The object of our groupoid is a universal covering of a scheme to act by the
absolute Galois group, where the universal covering must also a universal covering of such
a scheme that we should prove in the conclusion. For example it is suitable for the aim to
take Spec(K) as a scheme since its universal covering Spec(Ks) is also a universal covering
of any type sub-covering.

2. Let K , L be function fields over a ground field k. Assume L is an extension of K. Let
Gal(Ks/K), Gal(Ls/L) be the absolute Galois groups of K, L, respectively. Then we have a
homomorphism Gal(Ls/L)→ Gal(Ks/K), which canonically factors in the following way:

Gal(Ls/L)→ Gal(Ks/(L ∩Ks))

is a surjection.
Gal(Ks/(L ∩Ks))→ Gal(Ks/K)

is an injection.

4 Mochizuki’s Galois theory

Let k be an algebraically closed field of characteristic 0, say, the complex number field. We
investigate the birational algebraic geometry from the point of view of the profinite Galois groups
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thanks to Mochizuki theory. Let X → S be a fibre space of smooth algebraic spaces over k. Let
Speck(η) denote the generic point of the fibre space and k(η̄) the algebraic closure of k(η). The
absolute Galois group of R(X) is defined to be the Galois group with Kull topology of the Galois
etension R(X)/R(X), which denotes ΓX = Gal(R(X)/R(X)). This is a pofinite group.

Theorem 3 [Mch] Let p be a prime number. Let K be a subfield of a finitely generated field
extension of Qp. Let XK be a smooth pro-variety over K and YK a hyperbolic pro-curve over K. Let
Homdom

K (XK , YK) be the set of dominant K-morphisms from XK to YK and Homopen
ΓK (ΠXK ,ΠYK )

the set of open continuous group homomorphisms ΠXK → ΠYK over ΓK, modulo up to inner
automorphisms arising from ∆YK̄

. Then the natural map

Homdom
K (XK , YK)→ Homopen

ΓK (ΠXK ,ΠYK )

is bijective.

Here we have a natural homomorphism π1(XK) → ΓK . Let ∆XK̄
be the maximal pro-p quotient

of the geometric fundamental group π1(XK̄). Let ΠXK = π1(XK)/ ker(π1(XK̄)→ ∆XK̄
).

Theorem 4 [Mch] Let p be a prime number. Let K be a subfield of a finitely generated field exten-
sion of Qp. Let L,M be function fields of arbitrary dimension over K. Let HomSpec(K)(Spec(L), Spec(M))
be the set of K-morphisms from M to L. Let Homopen

Γ (ΓL,ΓM) over ΓK, considered up to com-
position with an inner automorphism arising from ker(ΓM,ΓK), where ΓL and ΓM are the abso-
lute Galois groups of L and M , respectively. Then the natural map HomK(Spec(L), Spec(M)) →
Homopen

ΓK
(ΓL,ΓM) is bijective.

Theorem 5 ([SGA] SGA1 EX.IX Th.6.1) Let S be the spectre of an Artinian ring A with the
residue field k , k̄ a algrbraic closure of k, X an S scheme, X0 = X ⊗A k, X̄0 = X ⊗A k̄, ā a
geometric point of X̄, a its image in X and b its image in S. Suppose that X0 is quasi-compact
and geometrically connected over k. Then the sequence of canonical homomorphisms

1→ π1(X̄0, ā)→ π1(X, a)→ π1(S, b)→ 1

is exact and
π1(S, b) ∼= π1(k, k̄) = Gal(k̄/k)

We in fact use the following homotopy exact sequence.

Proposition 5 ([TAM] Prop.5.6.1, [SGA] SGA1, [GG] Lemma 5 182-20) Let X be a quasi-
compact and geometrically irreducible and connected scheme over a field k. Fix an algebraic closure
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k̄ of k and let ks the separable closure of k in k̄. Let X̄ = X ⊗k k̄s, x̄ a geometric poit of X̄ with
values in k̄. The sequence of profinite groups

1→ π1(X̄, x̄)→ π1(X, x̄)→ Gal(ks/k)→ 1

is exact.

Proposition 6 Let k be an algebraically closed field of characteristic 0, k(x) and k(y) extension
fields of k. Suppose k(x)⊗k k(y)→ k(x, y) is injective. Then

π1(Speck(x, y), (x̄, ȳ))→ π1(Speck(x)⊗k k(y), (x̄, ȳ))

is an isomorphism. Furthermore we have an isomorphism:

π1(Speck(x, y), (x̄, ȳ))→ π1(Speck(x), x̄)× π1(Speck(y), ȳ)

Proof 4 For an inclusion k(x)⊗kk(y) ⊂ k(x, y) there exists a canonical dominant map: Speck(x, y)→
Speck(x) ⊗k k(y) and a group homomorphism: π1(Speck(x) ⊗k k(y), (x̄, ȳ)) → π1(Speck(x) ⊗k
k(y), (x̄, ȳ)). By universality of product there exists a homomorphism of groups π1(Speck(x) ⊗k
k(y), (x̄, ȳ)) → π1(Speck(x), x̄) × π1(Speck(y), ȳ) since we have π1(Speck(x) ⊗k k(y), (x̄, ȳ)) →
π1(Speck(x), x̄) and π1(Speck(x)⊗k k(y), (x̄, ȳ))→ π1(Speck(y), ȳ).

We have the following commutative diagram of three exact sequences.

1 // π1(Speck(x), x̄) //

��

π1(Speck(x, y), (x̄, ȳ)) //

��

π1(Speck(y), ȳ) //

��

1

1 // π1(Speck(x), x̄) //

��

π1(Speck(x)⊗k k(y), (x̄, ȳ)) //

��

π1(Speck(y), ȳ) //

��

1

1 // π1(Speck(x), x̄) // π1(Speck(x), x̄)× π1(Speck(y), ȳ) // π1(Speck(y), ȳ) // 1

Four arrows of both sides of exact sequence are isomorphisms. There are two arrows among
profinite groups in the center of exact sequences. Hence they are isomorphisms.

Proposition 7 ([Mch]) Let L be a sub-p-adic field and a function field. The absolute Galois
group ΓL is center-free.

Proposition 8 Let K̄ be an algebraically closed field of characteristic 0 and L a function field.
The absolute Galois group ΓL is center-free.
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Proof 5 Let K̄ be an algebraically closed field. It is known by Douady that the absolute Galois
group of the function field of P1

C is a free profinite group. Every open subgroup of a free profinite
group is also free([FJ]). A free profinite group is center-free. Let X be a variety associated to
L. X is considered to be a fibre space over a projective space P with a general fibre a curve. Let
M be the absolute Galois group of the function field of P . Note that the absolute Galois group
M is center-free since a projective space is birationally equivalent to a product of projective lines.
A natural group homomorphism h : L → M is surjective The image of the center of L by h is
contained in the center of M , which is an identity. Hence it is contained in kerh, which is the
absolute Galois group of the general generic fibre of X/P . An absolute Galois group of a curve
is open subgroup of the absolute Galois group of the function field of a projective line, which is
center-free. Thus kerh is center-free. Therefore L is center-free.

Let p be a prime number. Let K be a subfield of a finitely generated field extension of Qp. It is
called a sub-p-adic field. Note that there exists an isomorphism ι : K̄ ∼= C when K is uncountable.

Let Xη̄ be the geometric generic fibre of X/S. Then there exists a variety FK0 and a finitely
generated extension field K0 of Q such that FK0 ×K0 C ∼= Xη̄.

Note that BirC(Xη̄) = BirQp
(FK0 ⊗K0 Qp).

Let π : ΓFK → ΓK denote the structure map associated to SpecK(FK) → FK → Spec(K),
which is a surjection since K is algebraically closed in the rational function field of F . Let Z(ΓFK )
denote the centre of ΓFK . Then π induces π : Z(ΓFK )→ Z(ΓK).

Lemma 2 Let K be a field of characeristic 0. Let A be an algebraic space in group locally of
finite type over K (i.e. with at most countable components) and let ρ : ΓSK → A be a continuous
homomorphism as topological groups. Then

1. The image of this homomorphism ρ is a finite group.

2. Let P = ΓSK . There exist a variety S ′K which is generically finite over SK and an injective
homomorphism P ′ → P with (P ′ : P ) < ∞ such that the representation ρ′ : P ′ → A is
trivial. Here P ′ denotes the absolute Galois group ΓS′K = Gal(K(S ′K)/K(S ′K)).

Proof 6 An algebraic space in group A is locally of finite type over K. The representation ρ :
P → A induces ρ : P → A/A0, where A0 denotes the neutral component of A. Note that there is
no countable profinite group. Since A/A0 is a countable set, ρ(P ) is a finite group. Replace by P
the kernel of ρ. We have ρ : P → A0. We have an isomorphism

H1(K(SK)/K(SK), A0(K(SK))) ∼= H1(P,A0) ∼= HomContinuous
Topological group

(P,A0)
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H1
ét(SpecK(SK), A0) ∼= TORS(SpecK(SK), A0).

Let Q be an A0-torsor over SpecK(SK) associated to ρ : P → A0. A0 is algebraic (quasi-compact,
faithfully flat and of finite type) over SpecK(SK). There exists an isomorphism A0×Q→ Q×Q
over SpecK(SK). Thus along SpecK(Q) → Q → SpecK(SK), the pullback of A0-torsor Q

becomes trivial. Namely, the A0-torsor Q is trivial over SpecK(S ′K)). Hence the induced homo-
morphism Gal(K(Q)/K(Q))→ A0 is trivial. Let S ′K → SK be dominant and S ′K the subvariety of
Q of the same dimension as SK. Then ΓQ → ΓS′K is a surjective homomorphism. We have

ΓQ → ΓS′K ⊂ ΓSK → A0 → A.

Since ΓQ → A0 is trivial, i.e., ΓQ → 1, ΓS′K → A is trivial. It is obvious that (ΓS′K : ΓSK ) < ∞.
Hence im(ρ) is a finite group.

Note that a quotient of a scheme by a finite group is in the category of algebraic spaces.

Proposition 9 Let X/S be a fibre space. Let 1→ G→ E → P → 1 be an extension of a profinite
group P by a profinite group G associated to a fibre space X → S. Namely G, E and P are
profinite groups which are the absolute Galois groups associated to the rational function fields of
the generic geometric fibre Xη̄, X and S, respectively.

Proof 7 Let X/S be a fibre space with the generic geometric fibre Xη̄. To a fibre space the epi-
morphism ΓR(X) → ΓR(S) is associated. Consider a morphism Spec(R(X))→ Spec(R(S)) with the
generic geometric fibre SpecR(Xη̄). Grothendieck’s algebraic π1 in SGA1([SGA]) gives the exact
sequence: 1 → π1(SpecR(Xη̄)) → π1(Spec(R(X))) → π1(Spec(R(S))) → 1. Here π1(SpecR(Xη̄)),
π1(Spec(R(X))) and π1(Spec(R(S))) are the absolute Galois groups G, E and P themselves, re-
spectively. See the diagram:

X

��

Xη̄

��

oo ΓR(X)

��

ΓR(Xη̄)oo

��
S Speck(η̄)oo ΓR(S) 1 = Γk(η̄)oo

Thus to a fibre space X/S the extension of a profinite groups 1→ G→ E → P → 1 is associated.

We make use of theory of Schreier’s classification of group extensions, Grothendieck-Giraud’s
classification of topos extensions or Breen’s classification of 2-gerbes and 2-stacks.([AM], [Gir],
[Breen1], [Breen2]) Here we take the notion of Breen’s.

Definition 5 An extension of groups 1 → G → E → P → 1 is said to be neutral if it has a
section which is a group homomorphism σ : P → E.
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An extension of groups 1→ G→ E → P → 1 is said to be central if G is contained in the center
of E.

E is said to be a semi-direct product of G and P if G is a normal subgroup of E and if the
multiplication (x, y), (u, v) ∈ G × P is defined by (xuy, yv), where uy = σ(y)uσ(y)−1. E is
denoted by Go P .

Inn(G) denotes the inner automorphism group of G. E → Aut(G) denotes the natural homomor-
phism x ∈ E 7→ (g 7→ gx) ∈ Aut(G). Out(G) is defined to be Aut(G)/Inn(G). This induces
a homomorphism E/G→ Aut(G)/Inn(G),i.e., P → Out(G).

We call left crossed module a homomorphism of groups δ : G→ H, equipped with a left action of
H onto G (h, g) 7→ hg([Breen1]):

1. δ(hg) = hδ(g)h−1

2. δ(g′)g = g′gg′−1

G
δ //

##G
GG

GG
GG

GG
H

��
Aut(G)

i : G → Aut(G), where g 7→ ig(x 7→ gxg−1), and the natural action Aut(G) onto G defines a
crossed module, which denotes G→ Aut(G).

To an exact sequence 1→ InnG→ AutG→ OutG→ 1, we have an exact sequence

H1(P, InnG)→ H1(P,AutG)→ H1(P,OutG),

i.e.,
Hom(P, InnG)→ Hom(P,AutG)→ Hom(P,OutG).

Here OutG denotes the outer automorphism group of G. Let G → AutG denote the crossed
module. The set of the etensions of a profinite group P by a profinite group G denotes Ext(P,G).
A group extension can be defined to be as an element of H1(P, (G→ AutG)). There exists an exact
sequence 1 → Z(G)[1] → (G → Aut(G)) → OutG → 1([Breen2]). We have the exact sequence of
cohomologies([Breen2]):

0→ H2(P,Z(G))→ H1(P, (G→ AutG))→ H1(P,OutG).
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Here Z(G) denotes the center of G. There exists another sequence Aut(G) → (G → Aut(G)) →
G[1] in the homotopy category. See the next commutative diagram:

H1(P, Inn(G))

))RR
RRR

RRR
RRR

RR
// H1(P,Aut(G)) // H2(P,Z(G))

��
H1(P,Aut(G))

))TTT
TTT

TTT
TTT

TTT
// H1(P,G→ Aut(G))

��
H1(P,Out(G))

��
H3(P,Z(G))

This vertical sequence is nothing but the following exact sequence

Ext(P,Z(G))→ Ext(P,G)→ Hom(P,Out(G))→ H3(P,Z(G))

When Z(G) = 0, an extension 1 → G → E → P → 1 is determined uniquely bya continuous
group homomorphism ϕ : P → Out(G) pulling back the exact sequence 1 → G → Aut(G) →
Out(G)→ 1(cf.22 Th.4.8([AM]). Hence

H1(P,G→ Aut(G)) ∼= H1(P,Out(G)) ∼= Hom(P,G)

In general we refer to the following theorem.

Theorem 6 ([Gir], [Breen1], [Breen2], [Rou],[AM] ) There are equivalent expressions of ex-
tensions of ΓSK by G.

1.
BiTors(G) ∼= Eq(G[1]) ∼= (G→ Aut(G))

as monoidal categories.

2.
H1(ΓSK ,BiTors(G)) ∼= H1(ΓSK ,Eq(G[1])) ∼= H1(ΓSK , (G→ Aut(G)))

as pointed sets

3.
Mon(ΓSK ,BiTors(G)) ∼= Mon(ΓSK ,Eq(G[1])) ∼= Mon(ΓSK , (G→ Aut(G)))

as morphisms of monoidal categories.
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Proposition 10 Let K be a field of characteristic 0. Let K(x) and K(y) be function fields over
K. Assume K(x) ⊗K K(y) → K(x, y) is an inclusion of K-algebras. Then π1(K(x, y), (x̄, ȳ)) →
π1(K(x), x̄)×π1(K,K̄) π1(K(y), ȳ) is isomorphic.

Proof 8 Let K̄ be an algebraic closure in an algebraically closed field which is an extension of K.
Let G = π1(K̄(x), x̄), ΓK = π1(K, K̄). The following diagram in two vertical extensions in the
right-side is a base-change of extensions:

1

��

1

��

1

��
G

��

G

��

oo Goo

��

??

��

π1(K(x, y), (x̄, ȳ))

��

oo π1(K̄(x), x̄)× π1(K̄(y), ȳ)

��

oo

π1(K, K̄)

��

π1(K(y), ȳ)

��

oo π1(K̄(y), ȳ)

��

oo

1 1 1

There exists an exact sequence: 1 → π1(K̄(y), ȳ) → π1(K(y), ȳ) → π1(K, K̄) → 1. Consider the
following exact sequence of extensions and an element ξ associated to the central vertical extension
in the diagram above:

1→ MonΓK (ΓK ,Eq(G[1]))→ MonΓK (π1(K(y), ȳ)),Eq(G[1]))→ MonΓ
K

(π1(K(y), ȳ),Eq(G[1]))

The image of ξ in MonΓ
K

(π1(K(y), ȳ),Eq(G[1])) is a trivial. Hence there exists an extension ξ0

in MonΓK (ΓK ,Eq(G[1])) whose image is ξ in MonΓK (π1(K(y), ȳ)),Eq(G[1])) ξ0 corresponds to a
vertical extension in the left-side. Thus ?? is π1(K(x), x̄). Therefore

π1(K(x, y), (x̄, ȳ)) ∼= π1(K(x), x̄)×π1(K,K̄) π1(K(y), ȳ)

From here in several steps we shall prove that when there exists an S-dominant rational map
Y → X and when var(Y/S) = 0, then var(X/S) = 0 if the general generic fibre of X/S is of
Kodaira dimension ≥ 0.

Proposition 11 ([EGA]) Let S be a scheme, (Xλ, vλµ) a filtered projective system of S-schemes;
assume that there exists α such that vαλ is an affine morphism for every λ ≥ α, so that the
projective limit X = lim

←−
Xλ exists in the category of S-schemes. Let Y be an S-scheme and for
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every λ ≥ α let eλ : HomS(Xλ, Y ) → HomS(X, Y )the map which gives f = fλ ◦ vλ to each S-
morphism fλ : Xλ → Y , where vλ : X → Xλ is the canonical morphism. The family (eλ) is an
inductive system of maps, which defines the canonical map

lim
−→

HomS(Xλ, Y )→ HomS(X, Y ).

Suppose that Xα is quasi-compact and quasi-separated and that the structure morphism Y → S

is locally of finite presentation (resp.locally of finite type). Then the map above is bijective (resp.
injective). Furthermore, suppose that lim

←−
Yρ, where (Yρ, tρσ is a filtered projective system of S-

schemes such that the structure morphism is locally of finite presentation for every ρ. One has a
canonical bijection

HomS(X, Y ) ∼= lim
←−ρ

(lim
−→
λ

HomS(Xλ, Yρ)).

Proposition 12 Let K be a sub-p-adic field and X/S a fibre space of varieties over K. Let Sλ be
a filtered projective system of K-varieties such that

1. K(Sλ)/K(S) is a normal extension for every λ

2. the structure homomorphism ΓK(Sλ) → ΓK is surjective.

Let ΓS = ker(ΓS → ΓK) and ΓX = ker(ΓX → ΓK). Suppose that there exists a sectional homomor-
phism ΓS → ΓX ⊂ ΓX so that one has a homomorphism ΓS → AutΓK (ΓX) and ΓS → AutΓK (ΓXλ).

Let B(S) = im(ΓS → lim
←−µ

(lim
−→
λ

Homopen
ΓK (ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ). One has a canonical Mochizuki bijec-

tion:

lim
←−µ

(lim
−→
λ

Homopen
ΓK (ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ) ∼= lim

←−µ
(lim
−→
λ

MordomK (Spec(K(Xλ), Spec(K(Xµ))).

By the precedent proposition, one obtains

lim
←−µ

(lim
−→
λ

MordomK (Spec(K(Xλ), Spec(K(Xµ))) ⊂ MorK(lim
←−
λ

SpecK(Xλ), lim←−µ SpecK(Xµ)).

One also gets canonical homomorphisms of topological groups:

ΓS → B(S) ⊂ AutK(lim
←−
λ

SpecK(Xλ)) ⊂ BirK̄(Xη̄).

In the other way, one obtains a canonical homomorphism

ΓS → B(S)→ AutΓK (lim
←−
λ

ΓXλ , lim←−µ ΓXµ)/ lim
←−µ

ΓXµ → Out(ΓXK̄ ).

In particular, if ΓS → BirK̄(K̄(Xη) is a trivial homomorphism, then so is ΓS → Out(ΓXK̄ ).
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Proof 9 Since Sλ be a filtered projective system of K-varieties such that

1. K(Sλ)/K(S) is a normal extension for every λ

2. for every µ ≥ λ K(Sµ)/K(Sλ) is a normal extension

3. the structure homomorphism ΓK(Sλ) → ΓK is surjective,

and by assumption there exists a sectional homomorphism ΓS → ΓX ⊂ ΓX , one has a homomor-
phism ΓS → AutΓK (ΓX) and ΓS → AutΓK (ΓXλ). By Mochizuki’s theorem, one has

lim
−→
λ

Homopen
ΓK (ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ ∼= lim

−→
λ

MordomK (Spec(K(Xλ), Spec(K(Xµ)).

Hence

lim
←−µ

(lim
−→
λ

Homopen
ΓK (ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ) ∼= lim

←−µ
(lim
−→
λ

MordomK (Spec(K(Xλ), Spec(K(Xµ)))

Owing to Mochizuki’s bijection and the precedent proposition in EGA,

ΓS → lim
←−µ

(lim
−→
λ

MordomK (Spec(K(Xλ), Spec(K(Xµ))) ⊂ MorK(lim
←−
λ

SpecK(Xλ), lim←−µ SpecK(Xµ))

Therefore one gets non trivial canonical homomorphisms of topological groups:

ΓS → AutK(lim
←−
λ

SpecK(Xλ)).

Note that
AutK(lim

←−
λ

SpecK(Xλ)) ⊂ AutK̄(Spec K̄(Xη̄)) = BirK̄(Xη̄)

Secondly, we show that there exists a canonical homomorphism

AutΓK (lim
←−
λ

ΓXλ , lim←−µ ΓXµ)/ lim
←−µ

ΓXµ → Out(ΓXK̄ ).

Since lim
←−
λ

ΓXλ → ΓXµ, one has a canonical map

HomΓK (ΓXλ ,ΓXµ)→ HomΓK (lim
←−
λ

ΓXλ ,ΓXµ).

It follows that

lim
←−µ

(lim
−→
λ

Homopen
ΓK (ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ)→ lim

←−µ
(Homopen

ΓK (lim
←−
λ

ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ)

and from the definition of the projective limit

lim
←−µ

(Homopen
ΓK (lim

←−
λ

ΓXλ ,ΓXµ)/ΓXµ) ∼= Homopen
ΓK (lim

←−
λ

ΓXλ , lim←−µ ΓXµ)/ lim
←−µ

ΓXµ
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Since
lim
←−µ

ΓXµ ←− ΓXK̄
one has a canonical map

Homopen
ΓK (lim

←−
λ

ΓXλ , lim←−µ ΓXµ)/ lim
←−µ

ΓXµ → Out(ΓXK̄ )

and a canonical homomorphism

AutΓK (lim
←−
λ

ΓXλ , lim←−µ ΓXµ)/ lim
←−µ

ΓXµ → Out(ΓXK̄ ).

We consider the following diagrams:

YK ×K SK

��

// XK
// SK

yysss
ss
ss
ss
ss
ss
ss
ss
ss
ss

SpecK

ΓYK ×ΓK ΓSK

��

// ΓXK // ΓSK

xxqqq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
q

ΓK
Proposition 13 Let K be a sub-p-adic field and XK/SK a fibre space over K. Let ΓXK , ΓSF
and ΓK be the absolute Galois groups of the sub-p-adic fields K(XK), K(SF ) and K, respectively.
To a fibre space XK/SK up to birational equivalence, i.e., algebraically closed extension K(SK) ⊂
K(XK), there corresponds an exact sequence:

1→ ΓXK̄ → ΓXK → ΓSK → 1

1. The extension of profinite groups above is expressed by an element of the pointed set H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ →
Aut(ΓFK̄ )).

2. The following is bijection H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ )) ∼= H1(ΓSK̄ ,Out(ΓFK̄ ))

3.
H1(ΓSK̄ ,Aut(ΓFK̄ )) //

**VVV
VVV

VVV
VVV

VVV
VVV

H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ ))

��
H1(ΓSK̄ ,Out(ΓFK̄ ))
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4. Let S ′K → SK be a dominant K-rational map and X ′K/S ′K a pull-back of XK/SK.

FK̄

}}{{
{{
{{
{{

��
X ′K

��}}{{
{{
{{
{{

1

}}||
||
||
||
|

XK

��

S ′K

}}zz
zz
zz
zz

SK

lim
−→S′K

AutΓS′
K

(ΓX′K))/ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ )/ΓFK̄ (1)

Proof 10 1. There exist a natural restrictions AutΓK (ΓXK )→ Aut(ΓXK̄ ).

2. Let p : ΓXK → ΓK be the structure map. Let u be a ΓK-automorphism ΓXK and x ∈ ΓXK̄ .
p(u(x)) = p(x) = 1 ∈ ΓK. Hence u(x) ∈ ΓXK̄ .

Lemma 3 Assume there exists a dominant SK-rational map YK ×K SK → XK. Then there exists
a continuous homomorphism ΓSK̄ → AutΓK (ΓXK ), which is an element of H1(ΓSK̄ ,AutΓK (ΓXK )).
In other word, we have ΓSK̄ → AutK(K(XK)). The following square is commutative.

H1(ΓSK̄ ,AutΓK (ΓXK )) //

++VVV
VVV

VVV
VVV

VVV
VVV

H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ ))

��
H1(ΓSK̄ ,Out(ΓFK̄ ))

Proof 11 Since there exists a dominant SK-rational map YK×KSK → XK, Mochzuki’correspondence
implies the commutative diagram of open homomorphisms

ΓYK ×ΓK ΓSK

��

// ΓXK // ΓSK

x xqqq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
qq
q

ΓK
There exists an open homomorphism ΓYK̄ ×ΓSK̄ → ΓXK̄ → ΓSK̄ . Hence there exists a sectional

homomorphism ΓSK̄ → ΓXK̄ ⊂ ΓXK . By the sectional homomorphism ΓSK̄ → ΓXK , we have a
continuous homomorphism ΓSK̄ → AutΓK (ΓXK ) by inner automorpisms. Since ΓSK̄ → 1 ⊂ ΓK, we
have ΓSK̄ → AutΓK (ΓXK ).
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Note that letting K(SK) and XK → SK be such a finite extension in a sub-p-adic fields and
its pull-back that κ(SK) = dimSK , then κ(XK) ≥ κ(FK̄) + dim(SK).

Lemma 4 Let K be a sub-p-adic field. Assume that Bir(FK̄) is an algebraic space in group locally
of finite type and that there exist a dominant SK-rational map YK×KSK → XK Then there exists a
generically finite morphism S ′K → SK such that the natural map H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ → AutΓK (ΓFK̄ ))→
H1(ΓS′

K̄
, (ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ )) sends the extension class to the trivial extension class, i.e., a distin-

guished element.

Proof 12 Since there exist a dominant SK-rational map YK ×K SK → XK, there exist a section
ΓSK̄ → ΓXK and a ΓSK̄ → Inn(ΓXK ) → Aut(ΓXK ). Choose a K-dominant map S ′K → SK

such that ΓSK ⊃ ΓS′K is normal and of finite index. Hence it induces ΓSK̄ → AutΓK (ΓX′K ). Let
Autequ,nor(ΓXK ) ⊂ Aut(ΓXK ) be a subgroup such that each automorphism is equivariant with natural
maps ΓXK → ΓSK → ΓK and keeps invariant normal subgroups.

ΓXK

��

ΓX′K

��

oo · · ·oo lim←− ΓX”K
oo

��

ΓFK̄oo

��
ΓSK

��

ΓS′K

��

oo · · ·oo lim←− ΓS”K

��

oo ΓK(K)oo

��
ΓK ΓK · · · ΓK ΓK̄ = 1

Autequ,norΓK (ΓXK )/ΓXK̄ //

��

Autequ,norΓK (ΓX′K )/ΓX′
K̄

//

��

lim←−Autequ,norΓK (ΓX′′K )/ΓX′′
K̄

��
BirK(K(XK))equi,nor // BirK(K(X ′K))equi,nor // lim←− BirK(K(X ′′K))equi,nor

Autequ,norΓK (ΓX′K )/ΓX′
K̄

//

��

lim←−Autequ,norΓK (ΓX′′K )/ΓX′′
K̄

//

��

AutΓK (ΓFK )/ΓK̄

��
BirK(K(X ′K))equi,nor // lim←− BirK(K(X ′′K))equi,nor // BirK(K(FK))

Thus by the precedent proposition the image of ΓSK̄ → B(SK̄) ⊂ Bir(XK̄) is finite and there
exists a homomorphism ΓSK̄ → B(SK̄)→ Out(ΓFK̄ ). Thus one can obtain there exists a generically
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finite morphism S ′K → SK such that the natural map H1(ΓSK̄ ,Out(ΓFK̄ )) → H1(ΓS′
K̄
,Out(ΓFK̄ ))

sends the extension class to the trivial extension class, i.e., a distinguished element.

Proposition 14 We have the following results.

1.
Homopen,epi(ΓXK ,ΓSK )/ΓS

K

∼= Moralg.closed
K (SpecK(XK), SpecK(SK))

, where epi and alg.closed mean epimorphisms and K(XK)/K(SK) algebraically closed ex-
tensions, respectively.

2. (1) is equivalent to a category of fibre spaces between projective varieties

XK

��
SK

��
SpecK

up to birational equivalence.

3. there exists a restriction map

Homopen
ΓK (ΓXK ,ΓSK )/ΓS

K
→ Homopen

Γ
K

(ΓX
K
,ΓS

K
)/ΓS

K

, where ΓK = 1.

4. the following map is pulling back extensions or ”base change”.

Ext(ΓSK ,ΓFK )→ Ext(ΓS
K
,ΓF

K
)

1

��

1

��
ΓF

K
//

��

ΓF
K

��
ΓX

K
//

��

ΓXK

��
ΓS

K
//

��

ΓSK

��
1 1
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5. the following is an exact sequence.

1→ ΓX
K
→ ΓXK → ΓK → 1

1→ HomΓK (ΓK ,ΓSK )→ HomΓK (ΓXK ,ΓSK )→ HomΓ
K

(ΓX
K
,ΓS

K
)

6.
1→ ΓS

K
→ ΓSK → ΓK → 1

1→ MonΓK (ΓK ,Eq(G[1]))→ MonΓK (ΓSK ,Eq(G[1]))→ MonΓ
K

(ΓS
K
,Eq(G[1]))

7.
Homopen

ΓK (ΓFK ,ΓK)/ΓK ∼= MorK(SpecK(FK), SpecK)

Proof 13 1. Applying Mochizuki theory we have (1) and (2) since a fibre space has connected
fibres.

2. (3) is obtained by restricting homomorphisms to homomorphisms over 1 = ΓK → ΓK.

3. (7) is Mochizuki correspondence.

4. (4) and (6) are pulling back extensions by base change ΓS
K
→ ΓSK .

5. (5) Applying a left-exct functor HomΓK we have an exact sequence.

6. The contravariant functor HomΓK (−,ΓSK ) is a left-exact. Note that HomΓK (−,ΓSK ) =
HomΓ

K
(−,ΓS

K
).

7. The contravariant functor MonΓK (−,Eq(G[1])) is left-exact. Note that MonΓK (ΓSK ,Eq(G[1])) =
MonΓK̄ (ΓSK̄ ,Eq(G[1]))

Proposition 15 Let K be a sub-p-adic field. Assume that Bir(FK̄) is an algebraic space in group
locally of finite type and that there exist a dominant SK-rational map YK×K SK → XK Then there
exists a generically finite morphism S ′K → SK such thatthere exists a birational equivalence over
S ′K

XK ×SK S ′K ∼= FK ×K S ′K

, i.e., XK/SK is birationally isotrivial.
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Proof 14 Let K be a sub-p-adic field. Assume that Bir(FK̄) is an algebraic space in group locally
of finite type and that there exist a dominant SK-rational map YK×KSK → XK Then there exists a
generically finite morphism S ′K → SK such that the natural map H1(ΓSK̄ , (ΓFK̄ → AutΓK (ΓFK̄ ))→
H1(ΓS′

K̄
, (ΓFK̄ → Aut(ΓFK̄ )) sends the extension class to the trivial extension class, i.e., a distin-

guished element. Let G = ΓFK̄ . One has the following exact sequence:

1→ MonΓK (ΓK ,Eq(G[1]))→ MonΓK (ΓS′K ,Eq(G[1]))→ MonΓ
K

(ΓS′
K
,Eq(G[1]))

The element of XK ×SK S ′K in MonΓK (ΓS′K ,Eq(G[1])) maps to 1 in MonΓ
K

(ΓS′
K
,Eq(G[1])). Hence

choosing a variety FK one obtains XK×SK S ′K = FK×KS ′K birationally by pull-back and Mochizuki
correspondence. We make use of the following proposition for existence of a variety FK.

Proposition 16 Assume the assumption of the proposition above. Let Pn
S be a projective space

such that XS → Pn
S is defined over a function field K(S). Let Pn

S be the pull-back of Pn
K by

base-change Spec(K(S)) → Spec(K). Then the closed inclusion of the absolute Galois groups
ΓXS ⊂ ΓPnS induces the closed inclusion ΓFK ⊂ ΓPnK .

Proof 15 We have the following diagram.

1

��

1

��

1

��

1

��
ΓFK̄

��

id // ΓXS̄

��

inc // ΓPn
S̄

��

id // ΓPn
K̄

��
ΓFK

��

inc

33ΓXSoo

��

inc // ΓPnS

��

// ΓPnK

��
ΓK

��

ΓSoo

��

id // ΓS

��

// ΓK

��
1 1 1 1

Here all vertical sequences are exact. Two middle vertical sequences are pull-backs from both
outer side sequences via ΓS → ΓK, respectively. The homomorphism ΓFK → ΓPnK which we will
show the existence of in the proposition follows from the fact that ker(ΓXS → ΓFK ) is contained in
ker(ΓPnS → ΓPnK ). The given closed inclusion homomorphism ΓXS ⊂ ΓPnS is obtained by base change
from ΓFK → ΓPnK via ΓS → ΓK. Hence the inclusion ΓFK → ΓPnK is closed. From the ordinary
Galois theory and [K(F ) : K(P n

K)] = [K(S)(XS) : K(S)(Pn
S)], one obtains a function field K(F )

associated to ΓFK , which is the absolute Galois group of K(F ).
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des schémas, Advanced studies in pure math., vol. 3, North-Holland, Amsterdam, Paris, 1968,
pp.386.

[HS] Hirshowits, A. and Simpson, C., Descente pour les n-champs., arXiv:math. AG/9807049v3
13 Mar 2001

[I] Iitaka, S., Introduction to birational geometry., Graduate Textbook in Mathematics, Springer-
Verlag, p. 357 (1976).

[Laum] Laumon, G., Moret-Bailly, L., Champs algébraiques., Université de Paris-sud
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LOCALLY FINITE ITERATIVE HIGHER DERIVATIONS ON
k[x, y]

HIDEO KOJIMA

Abstract. We classify the locally finite iterative higher derivations on the
polynomial ring in two variables over a field of positive characteristic.

1. Introduction

Let k be a field of characteristic p ≥ 0. For a positive integer n, we denote
the polynomial ring in n variables over k by k[n] .

Let A be a k-domain. A set D = {Dn}∞n=0 of k-linear endomorphisms of A
is said to be a higher derivation on A if if the following conditions are satisfied:

(1) D0 is the identity map of A;
(2) For all a, b ∈ A and for all n ≥ 0, Dn(ab) =

∑
i+j=n Di(a)Dj(b).

For a higher derivation D = {Dn}∞n=0 on A, we define the kernel AD of D by
the k-subalgebra {a ∈ A|Dn(a) = 0 for every n ≥ 1} = ∩n≥1Ker Dn. A higher
derivation D = {Dn}∞n=0 on A is said to be locally finite (resp. iterative) if the
following additional condition (3) (resp. (4)) is satisfied:

(3) For all a ∈ A, there exists an integer n ≥ 0 such that Dm(a) = 0 for
all m ≥ n;

(4) For all i, j ≥ 0, Di ◦ Dj =
(

i+j
i

)
Di+j.

A locally finite, iterative, higher derivatoin is abbreviated as lhihd. We notice
that, if p = 0 and D = {Dn}n≥0 is an lfihd on A, then the condition (4) implies
that Dn = 1

n!
D1 for all n ≥ 1. So D1 is a locally nilpotent derivation on A and

AD = Ker D1.
It is well-known that studying Ga-actions on an affine variety X defined over

an algebraically closed field is equivalent to studying lfihds on the coordinate
ring of X. When p = 0, locally nilpotent derivations and their kernels have
been studied by many mathematicians (see [5], [1], [7], etc.). On the other
hand, much less is known when p > 0. See [11, Chapter 1], [14], [3], [4]
and their references for some results on lfihds and their kernels in positive
characteristic.

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 14R20; Secondary 13N15.
Key words and phrases. locally finite iterative higher derivation, additive group scheme
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In [12], Rentschler classified the locally nilpotent derivations on k[2] when
p = 0. In particular, he classified the Ga-actions on the affine plane over an
algebraically closed field of characteristic zero. Later on, Miyanishi [9] classified
the Ga-actions on the affine plane over an algebraically closed field of positive
characteristic (see Corollary 1.2). In [9], he uses some results from algebraic
geometry (Zariski’s Main Theorem, etc.). In this short note, we classify the
lfihds on k[2] by using purely algebraic method. To state the results of this
note, we give some definitions. Let D = {Dn}n≥0 be a higher derivation on a
k-domain A. Then we can define a k-algebra homomorphism φD : A → A[[t]]
by φD(a) =

∑
n≥0 Dn(a)tn. We call φD the homomorphism associated to D.

We note that, for an element a ∈ A, a ∈ AD if and only if φD(a) = a and
that ImφD ⊂ A[t] (the polynomial ring in one variable over A) provided D is
locally finite. If A = k[a1, . . . , an] is finitely generated over k, then, for every
element f(a1, . . . , an) ∈ A and for every integer n ≥ 0, Dn(f(a1, . . . , an)) is
the coefficient of tn in φD(f(a1, . . . , an)) = f(φD(a1), . . . , φD(an)). Suppose
that D is an lfihd. Using the homomorphism φD, we can define the D-degree
of an element a of A by degD(a) = degt(φD(a)), where we set degt(0) = −∞.
An element s of A is said to be a local slice of D if it satisfies the following
conditions:

(i) s ̸∈ AD.
(ii) degD(s) = min{degD(f)|f ∈ A \ AD}.

The main result of this note is stated as follows.

Theorem 1.1. Let k be a field of characteristic p > and D = {Dn}∞n=0 a
higher derivation on A = k[2]. Then D is an lfihd if and only if there exists a
system of variables {x, y} for A such that φD(x) = x and φD(y) = y+f0(x)t+
f1(x)tp + · · ·+fr(x)tp

r
, where φD is the homomorphism associated to D, r ≥ 0

and f0(x), . . . , fr(x) ∈ k[x].

As a direct consequence of Theorem 1.1, we obtain the following corollary,
which was first proved by Miyanishi [9].

Corollary 1.2. Let k be a field of characteristic p > 0. Then every Ga-action
on the affine plane A2

k is equivalent to an action of the form

t · (x, y) = (x, y + tf0(x) + tpf1(x) + · · · + tp
r

fr(x)),

where (x, y) is a coordinate system of A2
k, t ∈ Ga(k) and f0(x), . . . , fr(x) ∈

k[x].

Moreover, we obtain the following result, which was firstly obtained by
Miyanishi [10, Corollary 5].

Corollary 1.3. Let k be an algebraically closed field of characteristic p and
D = {Dn}n≥0 a non-trivial lfihd on A = k[2]. Then the following conditions
are equivalent to each other.

(1) The Ga-action on A2
k corresponding D has no fixed points.

(2) There exists a local slice s ∈ A of D such that gcd{Dpt(s)|t ∈ Z≥0} = 1.
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2. Proofs

Let A = k[n] be the polynomial ring in n variables over a field k of character-
istic p > 0, D = {Dn}n≥0 an lfihd on A and φD the homomorphism associated
to D.

Lemma 2.1. Let s ∈ A be a local slice of D. Then the following assertions
hold true.

(1) Let c be the leading coefficient of φD(s). Then A[c−1] = AD[c−1][s] and
s is indeterminate over AD.

(2) φD(s) can be expressed as follows:

φD(s) = s + c0t + c1t
p + · · · + crt

pr

,

where r ≥ 0 and c0, . . . , cr ∈ AD.

Proof. The assertion (1) is well-known (see, e.g., [11, 1.5 (p. 20)]). The asser-
tion (2) follows from [11, 1.5.3 (pp. 22∼23)]. ¤

We define the rank of D which is a word-for-word translation of that of a
derivation.

Definition 2.2. With the same notations as above, we define the rank of D to
be the minimal integer r such that there exists a part of a system of variables
{x1, . . . , xn−r} for A contained in AD. We denote the rank of D by rankD.

It is clear that rankD = 0 if and only if D is trivial. We prove the following
result, which is given in [6] when p = 0 (see [6, Corollary to Proposition 1]).

Lemma 2.3. Assume that rankD = 1. Then there exists a system of variables
{x1, . . . , xn} for A such that AD = k[x1, . . . , xn−1] and

φD(xn) = xn + f0t + f1t
p + · · · + frt

pr

,

where r ≥ 0 and f0, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn−1].

Proof. Since rankD = 1, there exists a system of variables {x1, . . . , xn} for A
such that x1, . . . , xn−1 ∈ AD.

Claim. With the same notations and assumptions as above, we have:

(1) AD = k[x1, . . . , xn−1].
(2) xn is a local slice of D.

Proof. Since D is non-trivial, xn ̸∈ AD. Let f = f(x1, . . . , xn) ∈ A \ {0} be
any non-zero polynomial. We put m = degxn

f(x1, . . . , xn) and write as

f(x1, . . . , xn) = a0x
m
n + a1x

m−1
n + · · · + am−1xn + am

with a0, . . . , am ∈ k[x1, . . . , xn−1]. Since φD is a k-algebra homomorphism and
a0, . . . , am ∈ AD, we have

φD(f) = a0φD(xn)m + a1φD(xn)m−1 + . . . + an−1φD(xn) + a0.
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It is then clear that f ∈ AD if and only if m = 0, i.e., f ∈ k[x1, . . . , xn−1].
Moreover, degD(f) = m degD(xn) ≥ degD(xn) provided f ̸∈ AD. So xn is a
local slice of D. ¤

The lemma follows from the above claim and (2) of Lemma 2.1. ¤
Lemma 2.4. Assume that k is algebraically closed and rankD = 1. Then the
following conditions are equivalent to each other.

(1) The Ga-action on An
k corresponding D has no fixed points.

(2) There exists a local slice s ∈ A of D such that the ideal generated by
{Dpt(s)|t ∈ Z≥0} equals (1) = A.

Proof. We prove the part “(1) =⇒ (2)”. Lemma 2.3 implies that the Ga-action
is equivalent to an action of the form

t · (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + tf0 + tpf1 + · · · + tp
r

fr),

where (x1, . . . , xn) is a coordinate system of An
k , t ∈ Ga(k) and f0, . . . , fr ∈ AD.

Here we may assume that A = k[x1, . . . , xn] and AD = k[x1, . . . , xn−1]. It
follows from Claim in the proof of Lemma 2.3 that xn is a local slice of D. We
can easily see that the Ga-action corresponding to D has no fixed points if and
only if f0, . . . , fr have no common zeros in An−1

k . Hence, this is equivalent to
A = (1) = (f0, . . . , fr) = (D1(xn), Dp(xn), . . . , Dpr(xn)), which implies (2).

We prove the part “(2) =⇒ (1)”. Since rankD = 1, there exists a system
of variables {x1, . . . , xn} for A such that AD = k[x1, . . . , xn−1] and xn ̸∈ AD.
Then xn is a local slice of D by Claim in the proof of Lemma 2.3. Let s be
the one in (2). As seen from the proof of Lemma 2.3, we know that s can
be expressed as s = axn + b with a, b ∈ k[x1, . . . , xn−1] and a ̸= 0. Then
{Dpt(s)|t ∈ Z≥0} = {aDpt(xn)|t ∈ Z≥0}. So a ∈ k[x1, . . . , xn−1]

× = k× and
hence ({Dpt(xn)|t ∈ Z≥0}) = (D1(xn), Dp(xn), . . . , Dpr(xn)) = (1) = A, which
implies (1). ¤

We prove the results stated in the previous section. The outline of the proof
of Theorem 1.1 below is almost the same as that of Rentschler’s theorem [12]
in Daigle–Freudenburg [2, Section 2].

Proof of Theorem 1.1. The if part is clear. We prove the only if part. The
assertion is clear if AD = A. So we assume that AD ̸= A. Put S = AD \ {0}.
It follows from [11, p. 39] (or [8, Corollary 1.2]) that AD = k[1] = k[x] for
some x ∈ AD \ k. Let s be a local slice of D. Lemma 2.1 then implies that
S−1A = k(x)[1] = k(x)[s] and φD(s) = s + g0t + g1t

p + · · ·+ grt
pr

, where r ≥ 0
and g0, . . . , gr ∈ AD = k[x].

Here we use some results in [?, ?, RS79, §2] where we consider L, S and
k = K = L[F ] as k, (S =)AD \ {0} and AD, respectively. Then all the
hypothesis (i)∼(iii) in [13, Theorem 2.4.2] are satisfied because S−1(A) =
k(x)[1], k(x) ∩ A = Q(AD) ∩ A = k[x] (see, e.g., [8, Lemma 2.3]) and A is a
polynomial ring over k, it is geometrically factorial over k, i.e., K ⊗k A is a
UFD for any algebraic extension field K of k. So it follows from the proof
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of [13, Theorem 2.4.2] that all the hypothesis (i)∼(iii) in [13, Theorem 2.3.1]
are satisfied. In particular, AD is S-inert in A, which is the hypothesis (iii)
in [13, Theorem 2.3.1]. So the modification lemma [13, 2.2] implies that there
exist a ∈ AD and b ∈ S such that y := (s − a)/b ∈ A and A = (AD)[1] =
AD[y] = k[x, y]. Since x ∈ AD and φD is a k-algebra homomorphism, we have
φD(x) = x and

φD(y) =
φD(s) − a

b

=
s + g0t + g1t

p + · · · + grt
pr − a

b
∈ A[t].

Hence φD(y) can be expressed as

φD(y) = y + f0t + f1t
p + · · · + frt

pr

,

where fi = gi/b ∈ AD = k[x] for i = 0, . . . , r. This proves Theorem 1.1. ¤

Corollary 1.2 is an easy consequence of Theorem 1.1. Corollary 1.3 follows
from Lemma 2.4 and Corollary 1.2 because rankD = 1 by Theorem 1.1.
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UFD上の多項式環の整閉多項式について

加藤雅也 小島秀雄

1. 序

本報告は「津山代数幾何シンポジウム 2012」で第一著者が報告した内
容を元にしている.

多項式環の部分環や多項式環の自己同型群はアフィン代数幾何学 (ア
フィン代数多様体に関する研究) において中心的な研究対象である. 近
年, 多項式環の部分環に関する研究, 特にその有限生成性に関する研究が
進展してきている. また, 多項式環の自己同型群についても, Jacobian予
想に関する研究や多項式環の自己同型の野生性・順性に関する研究が劇
的に進展している. これらの研究については, [5]や [6]等に最近までの話
題が詳細に書かれている. また, 黒田茂氏による多項式環の自己同型に関
する概説が雑誌「数学」に掲載される予定である.

多項式環の部分環や自己同型群を研究する際, 多項式環の微分 (deriva-

tion) は非常に大事になってきている. 例えば, 永田氏が最初に反例を与
えたHilbertの第 14問題の反例が多項式環上の微分の核として沢山構成
されている.

本報告では,体上の多項式環における,整閉多項式,超越次数 1の整閉部
分環, および微分の核に関する何名かの数学者による結果の一部をUFD

上の多項式環の場合に一般化することを目標とする. 第 2節では, 主結果
を述べるために必要となる用語を定義し, 先行結果 (体上の多項式環の場
合の結果) を紹介する. 第 3節では主結果を紹介し, 主結果の完全な証明
も紹介する.

「津山代数幾何シンポジウム 2012」で発表の機会を与えて下さった松
田修先生に感謝致します.

2. 用語の定義と先行結果

Rを整域とし, R上の n変数多項式環R[x1, . . . , xn]をR[n]で表す. 後
半では, Rが体の場合を扱うので, そのときはRの代わりにKを用いる.

定義 2.1. (1) R[n]の定数多項式でない 1個の多項式で生成されるR[n]

のR部分環のなす集合をM(R, n)と表す. つまり,

M(R, n) = {R[f ] | f ∈ R[n] \ R}

である.

(2) f ∈ R[n] \ Rが整閉多項式であるとは, R[f ]がR[n]で整閉である
ときをいう.

定義 2.2. R[n]からR[n]への写像 d : R[n] → R[n]がR微分であるとは, 次
の条件 (1), (2)をみたすときにいう.
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(1) dはR線形写像である.

(2) 任意の f, g ∈ R[n]に対して, d(fg) = d(f)g + fd(g)が成り立つ.

上の定義により, R[n]上のR微分 dに対して, dの核KerdはR[n]のR

部分環になることが分かる. 勿論, R微分は一般の R多元環においても
定義できる.

以下, この節では, R = Kが体の場合を扱う. 体K上の多項式環K [n]

における, 整閉多項式, 超越次数 1の整閉整域, K微分の核の関係につい
て何名かの数学者により研究されてきた. Nowicki–永田 [8]では, Kの標
数がゼロで n = 2の場合について, 整閉多項式とR微分の核の間の関係
が明らかにされた. 筆者の知るところではこの論文がそのような研究の
最初のものである. Nowicki–永田の結果については, 馬場 [3]によって一
部一般化された後, Nowicki [7] により, K の標数がゼロの場合は不定元
の個数に依らない形で一般化された. 更に, 整閉多項式に関して, Ayad

[2]やArzhantsev–Petravchuk [1]による研究があり, そこでは, Kの標数
が正となる場合の結果も得られている.

上記の研究成果について, 今回の我々の主結果と密接に関係があるも
のを紹介する.

定理 2.3. ([8]) f ∈ K [n] \ Kに対して, 次の (1)と (2)は同値である.

(1) K[f ]はM(R, n)の包含関係に関する極大元である.

(2) f は整閉多項式である.

定理 2.3において, [8]ではKの標数がゼロであることを仮定している
が, これは [8]の他の結果ではそのように仮定する必要があるというだけ
で, [8]における定理 2.3の結果の証明は正標数の場合もそのまま成り立つ.

次に整閉多項式とK微分の核の関係に関する結果を紹介する.

定理 2.4. ([7]) Kの標数はゼロであると仮定する. BをA := K [n]のK

部分環とする. このとき, 次の (1)と (2)は同値である.

(1) BはAで整閉であり, Q(B) ∩ A = Bが成り立つ. ここで, Q(B)

はBの商体である.

(2) B = Ker dとなるA上のK微分 dが存在する.

定理 2.4について補足すると, Aは多項式環である必要はなく, K 上
有限生成な整域であれば良いことが [7]より分かる. また, 定理 2.4 (1)

で, Q(B) ∩ A = Bという条件は必要である. つまり, Aの整閉K 部分
環BでK 微分の核として表わすことができない例が存在する. 例えば,

A = K [2] = K[x, y] (不定元を x, yとした)で, B = K[x, xy]とすると,

B は Aで整閉であるが (証明は容易である), Q(B) ∩ A = A ̸= B とな
る. このとき, B = Kerdとなる A上のK 微分 dは存在しない. 実際,

B = KerdとなるK 微分 dが存在すると, d(x) = d(xy) = 0となるが,

0 = d(xy) = d(x)y + xd(y) = xd(y)より d(y) = 0となるので, Kerd = A

となり, 矛盾が生じる.

さて, 上記の定理 2.3と定理 2.4を合わせることにより, 次の結果が成
り立つ.
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系 2.5. (cf. [1, Theorem 1]) K の標数はゼロであるとする. このとき,

f ∈ K [n] \ Kに対して, 次の (1)∼(3)は互いに同値である.

(1) K[f ]はM(R, n)の包含関係に関する極大元である.

(2) f は整閉多項式である.

(3) Ker d = K[f ]となるK [n]上のK微分 dが存在する.

系 2.5については, n = 2のときは [8]において証明されている. その
後, 上記の定理 2.4を用いることにより, n ≥ 3の場合にも成立すること
が分かった. 尚, [7]では系 2.5は得られていないが, [7]の結果が系 2.5の
証明で本質的な役割を果たす. 系 2.5の主張自体は [1, Theorem 1]にある
が, その結果の内, (ii), (iii), (vi) が同値であることが系 2.5になっている.

ちなみに, [1, Theorem 1]の (vi)は系 2.5での (3)と少し強くすることが
できることが, [7]の結果により分かる.

定理 2.3と定理 2.4を用いて系 2.5を証明する. (1)と (2)が同値であ
ることは定理 2.3の特殊な場合である. (3)=⇒(2)は定理 2.4より分かる.

(2)=⇒(3)については, (2)を仮定するとK[f ]はK [n]の整閉K 部分環に
なる. また, Q(K[f ]) ∩ K [n] = K[f ]となることも分かる. (ユークリッド
の互除法を用いると証明できる.) よって, 定理 2.4により, (3)が成り立
つことが分かる.

3. 主結果とその証明

第 2節にある結果は全て体K上の多項式環についてであった. 整閉多
項式や微分の概念は少なくとも整域上の多項式環の場合には定義できる.

第 2節にある結果の体の部分をより一般の整域上の場合に拡張できない
かと考えるのは自然であると思われる. 一般の整域上で結果を確立する
ことは難しいが, 少なくともUFD上の多項式環の場合には確立できるの
ではないかと考え, 考察してみた. 第 2節の結果の全てをUFD上の多項
式環の場合に拡張できたという訳ではないが, 現在までのところ分かった
結果を紹介する.

以下, Rを UFDとし, A = R[n] = R[x1, · · · , xn]をR上の n変数多項
式環とする. 定義 2.1と定義 2.2は整域上の多項式環において定義されて
いるので, そこにある用語と記号をそのまま用いる. 以下の結果では, 一
部RがUFDでない場合でも成立するものがあるが, 全てUFD上の多項
式環の場合で考えることにする.

本報告での主結果を述べる.

定理 3.1. f ∈ A \ Rに対して, 次の (1)と (2)は同値である.

(1) R[f ]はM(R, n)の包含関係に関する極大元である.

(2) f は整閉多項式であり, かつQ(R)[f ] ∩ A = R[f ]となる.

定理 3.2. Rの標数はゼロであり, A = R[2] = R[x, y]は 2変数多項式環で
あると仮定する. このとき, f ∈ A \ Rに対して, 次の (1)と (2)は同値で
ある.

(1) R[f ]はM(R, 2)の包含関係に関する極大元である.

(2) Ker d = R[f ]となるA上のR微分 dが存在する.
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以上の結果について少しコメントをすると, 定理 3.1は定理 2.3の一般
化であり, 定理 3.1と定理 3.2を合わせると, 系 2.5の n = 2の場合の一般
化ができる. 定理 3.2は n ≥ 3の場合も成り立つと思われるが, まだ証明
できていない. (後述するように, 定理 3.2において, (2)=⇒(1)は n ≥ 3

の場合も成り立つことが分かる.)

尚, 定理 3.1 (2)でQ(R)[f ] ∩ A = R[f ]という条件は必要である. 例え
ば, R = K [1] = K[x]を体K上の 1変数多項式環, A = R[1] = K[x, y]を
K 上の 2変数多項式環とし, f = xyとすると, 定理 2.4の次の段落にあ
る例より fは整閉多項式であることが分かるが, R[f ] ( R[y]となるので,

R[f ]はM(R, 1)の極大元にならない. この場合, Q(R)[f ]∩A = A ̸= R[f ]

となる.

以下, 定理 3.1と定理 3.2を証明する.

次の結果は明らかなので, 証明は省略する.

補題 3.3. 任意のM(R, n)の元R[f ]において, f ∈ A \Rの定数項はゼロ
であるとして良い.

以後, M(R, n)の元R[f ]における f の定数項はゼロとなるように表す
ことにする.

補題 3.4. R[f ], R[g] ∈ M(R, n)に対して, R[f ] ⊆ R[g]ならば, g|f とな
る. 特に, deg(f) ≥ deg(g)となる.

証明. fと gの定数項はともにゼロであることに注意せよ. R[f ] ⊆ R[g]よ
り f ∈ R[g]となる. よって, f = c0g

n +c1g
n−1 + · · ·+cn−1g, c0 ̸= 0となる

n ∈ N, c0, . . . , cn−1 ∈ Rが存在する. 従って, g|fとなり, deg(f) ≥ deg(g)

が成り立つ. ¤

補題 3.5. 任意のM(R, n)の元R[f ]に対して, R[f ]を含むM(R, n)の極
大元が存在する.

証明. f の各項の係数の最大公約元を cとし, f̃ = c−1f とおく. R[f̃ ] ∈
M(R, n)でR[f ] ⊆ R[f̃ ]となり, cがRの単元でないならば R[f ] ̸= R[f̃ ]

となる. 従って, 以下の議論において, f の各項の係数の最大公約元は 1

であると仮定して良い.

R[f ]がM(R, n)の極大元でないならばR[f ] ( R[g] (R[f ]はR[g]の真
部分集合) となるR[g] ∈ M(R, n)が存在する. ここで, gの定数項はゼロ
であるとして良い. 更に, gの各項の係数の最大公約元は 1であるとして
良い. ここで, deg(f) = deg(g)であると仮定すると, f = c̃gとなる c̃ ∈ R

が存在する. f と gの各項の係数の最大公約元は 1であることから, cは
Rの単元になるので, R[f ] = R[g]となる. これはR[f ] ̸= R[g]に反する.

よって, deg(f) > deg(g)となる.

この操作を繰り返すことにより, 多項式の次数は必ず減っていくので,

有限回の操作でR[f ]を含むM(R, n)の極大元を得ることができる. ¤

補題 3.6. M(R, n)の元R[f ]は極大元であると仮定する. このとき, f は
整閉多項式で, Q(R)[f ] ∩ A = R[f ]となる.
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証明. R[f ]がM(R, n)の極大元であると仮定し, EをR[f ]のAでの整閉
包とする. AはUFDであるので, Aは正規環である. よってE上整となる
Q(E)の元はAの元であり,従ってEの元となる. 特に, Eは正規環である.

整閉包をとっても超越次数は変わらないので tr.degRE = tr.degRR[f ] = 1

となる. (注意. R上のEの超越次数 tr.degREはQ(E)のQ(R)上の超越
次数として定義する.)

ここで, El Kahouiの結果 [4, Theorem 3.1]より, Q(E) ∩ A = R[h]と
なる h ∈ Aが存在する. よって, R[f ] ⊂ E ⊂ Q(E) ∩ A = R[h]となるの
で, R[f ]の極大性によりR[f ] = R[h] = Eとなる. 従って, f は整閉多項
式である.

また, Q(R[f ])∩A = R[f ]となることが上の議論により分かる. Q(R)[f ] ⊂
Q(R[f ])であるので, R[f ] ⊆ Q(R)[f ] ∩ A ⊆ Q(R[f ]) ∩ A = R[f ]となる.

従って, Q(R)[f ] ∩ A = R[f ]となる. ¤

補題 3.6の逆を証明する.

補題 3.7. M(R, n) の元 R[f ] において, f は整閉多項式であり, かつ,

Q(R)[f ] ∩ A = R[f ]が成り立つと仮定する. このとき, R[f ]はM(R, n)

の極大元である.

証明. まず, Q(R)[f ]がQ(R)[x1, · · · , xn]で整閉であることを示す. S =

R\{0}とおくと, Q(R)[f ] = S−1R[f ], Q(R)[x1, · · · , xn] = S−1R[x1, · · · , xn] =

S−1Aと表せる. R[f ]はAにおいて整閉であり, SはR[f ]の積閉集合なの
で, S−1R[f ]はS−1Aにおいて整閉である. よって, Q(R)[f ]はQ(R)[x1, · · · , xn]

で整閉である.

R[g]をR[f ]を含むM(R, n)の極大元とする. 補題3.5によりそのような
M(R, n)の元R[g]が存在する. このときQ(R)[f ] ⊂ Q(R)[g]である. ここ
で, Q(R)は体であり, Q(R)[f ]はQ(R)[x1, · · · , xn]で整閉であるので,定理
2.3より, Q(R)[f ]はM(Q(R), n) = {Q(R)[h] | h ∈ Q(R)[x1, · · · , xn] \
Q(R)}の極大元である. よって, Q(R)[f ] = Q(R)[g]となる. R[g]は
M(R, n)の極大元であるので, 補題 3.6よりQ(R)[g] ∩ A = R[g]となる.

従って, R[f ] = Q(R)[f ] ∩ A = Q(R)[g] ∩ A = R[g]となる. 以上より,

R[f ]はM(R, n)の極大元である. ¤

補題 3.5と補題 3.6より定理 3.1が従う.

次に, 定理 3.2を証明する. 以下では特に, 標数ゼロのUFDR上の 2変
数多項式環A = R[2] = R[x, y]において考える.

補題 3.8. A \ Rの元 f に対して, Ker d = R[f ](̸= R)となるR微分 dが
存在すると仮定する. このとき, R[f ]はM(R, 2)の極大元である.

証明. 仮定より d(f) = 0.　R[f ] ⊂ R[g]となるR[g] ∈ M(R, 2)を任意に
とる. ここで, f , gの定数項はゼロであるとして良い. このとき, f ∈ R[g]

となるので, f = c0g
n + c1g

n−1 + · · · + cn−1g, c0 ̸= 0となる n ∈ N,
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c0, · · · , cn−1 ∈ Rが存在する. このとき,

0 = d(f)

= d(c0g
n + c1g

n−1 + · · · + cn−1g)

= d(c0g
n) + d(c1g

n−1) + · · · + d(cn−1g)

= nc0d(g)gn−1 + (n − 1)c1d(g)gn−2 + · · · + cn−1d(g)

= (nc0g
n−1 + (n − 1)c1g

n−2 + · · · + cn−1)d(g)

となる. nc0g
n−1 + (n − 1)c1g

n−2 + · · · + cn−1 = 0 とすると gn−1 +
(n−1)c1

nc0
gn−2 + · · · + cn−1

nc0
= 0となり, nc0 ∈ R \ {0}であることから gは

Q(R)上代数的である. ここで, n ≥ 2とすると g ∈ A \ R = R[2] \ R

であることに反するので, n = 1 となる. このとき f = c0g となり,

0 = d(f) = d(c0g) = c0d(g)となる. c0 ̸= 0であるので, d(g) = 0となり,

g ∈ Ker dとなる. 従って, R[g] ⊂ Ker d = R[f ]となるので, R[f ] = R[g]

となる. 以上により, R[f ]はM(R, 2)の極大元である. ¤
補題 3.8により, 定理 3.2の (2)=⇒(1)が示された. 補題 3.8の証明から

分かるように, 補題 3.8は 3変数以上の多項式環の場合でも成り立つ.

最後に, 定理 3.2の (1)=⇒(2)を示す.

補題 3.9. M(R, 2)の元R[f ]は極大元であると仮定する. このとき, R[f ] =

Ker dとなるA上のR微分 dが存在する.

証明. A = R[x, y]と表されているとする. Aの元 gに対して, その xに関
する偏微分, yに関する偏微分をそれぞれ gx, gyと表す.

f ∈ A \ Rであるので, fx ̸= 0または fy ̸= 0となる. ここで, A上のR

微分 dを次式で定義する.

d = −fy
∂

∂x
+ fx

∂

∂y
.

ここで,
∂

∂x
と

∂

∂y
はそれぞれ多項式の x, yに関する偏微分である. 明ら

かに dはA上のR微分であり, またゼロ写像でない. d(f) = 0となるの
で, R[f ] ⊂ Ker dとなる.

ここで, El Kahouiの結果 [4, Corollary 3.2]により, Ker d = R[h]と
なる h ∈ Aが存在する. Ker d ̸= Rより, h ∈ A \ Rである. 従って,

R[h] ∈ M(R, 2)でR[f ] ⊂ R[h]となるが, 仮定より, R[f ] = R[h]となる.

従って, R[f ] = Ker dとなる. ¤
以上により, 定理 3.2が証明された.

References

[1] I. V. Arzhantsev and A. P. Petravchuk, Closed polynomials and saturated sub-
algebras of polynomial algebras, Ukrainian Math. J., 59 (2007), 1783–1790.
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偏極多様体の断面種数による分類∗†‡

福間　慶明　 (高知大学理学部)

1 Introduction

(X,L)を複素数体上定義された n次元非特異偏極多様体とする. この偏極多様体の
古典的不変量として知られているものに, 次数 Lnや断面種数 g(X,L) がある. 特に
ここでは断面種数に関することについて考える. 今現在, 断面種数について知られて
いることとして次があげられる.

(1) g(X,L)は非負整数である ([3], [13]).

(2) g(X,L)の値の小さい場合の (X,L)の分類 ([3], [13], [4]).

また, 藤田隆夫氏により次のことが予想されている.

Conjecture 1.1 ([5]. [1, Question 7.2.11]も参照のこと) 任意の偏極多様体 (X,L)
に対して不等式 g(X,L) ≥ h1(OX)が成立する.

Lが基点自由のときは,この予想は正しいことが知られている ([1, Theorem 7.2.10]
などを参照のこと). しかしLが一般の豊富な因子の場合には n = 2のときでさえこ
の予想が正しいかはわかっていない.
そこでもし g(X,L) ≥ h1(OX)が成立する場合に g(X,L)−h1(OX)の値による分

類がどのようになるかを考えることは興味深い問題である.
まずLが基点自由の場合には g(X,L)− h1(OX) = 0, 1, 2なる (X,L)の分類が知

られている ([6], [7], [8]を参照). しかし g(X,L)−h1(OX) ≥ 3の場合に分類をするこ
とは今のところ技術的に困難である. そこでこの場合にはLが非常に豊富であると
仮定することで分類がえられるのではないかと考え, 実際 3 ≤ g(X,L)−h1(OX) ≤ 5
の場合に分類ができたのでそれを報告する.
この内容は 2012年に津山高専で行われた津山代数幾何学シンポジウムで発表さ

せていただいたことをもとにして原稿化したものである. 発表の貴重な機会をいた
だいた津山高専の松田修先生に感謝します. また今年度をもってご退職されます学
習院大学の飯高茂先生と埼玉大学の酒井文雄先生に謹んでお祝いを申しあげ、お二
人のご健康とますますのご活躍をお祈りいたします。

∗Key words and phrases. Ample line bundle, polarized manifold, sectional genus, irregurality.
†2010 Mathematics Subject Classification. Primary 14C20; Secondary 14J30, 14J35, 14J40.
‡This research was partially supported by the Grant-in-Aid for Scientific Research (C)

(No.24540043), Japan Society for the Promotion of Science, Japan.
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2 Preliminaries

まず随伴束の理論より次のことが言える.

Definition 2.1 (1) Let X (resp. Y ) be an n-dimensional projective manifold, and
let L (resp. H) be an ample line bundle on X (resp. Y ). Then (X,L) is called
a simple blowing up of (Y,H) if there exists a birational morphism π : X → Y
such that π is a blowing up at a point of Y and L = π∗(H) − E, where E is the
π-exceptional reduced divisor.
(2) Let X (resp. M) be an n-dimensional projective manifold, and let L (resp. A)
be an ample line bundle on X (resp. M). Then we say that (M,A) is a reduction
of (X,L) if (X,L) is obtained by a composite of simple blowing ups of (M,A),
and (M,A) is not obtained by a simple blowing up of any polarized manifold. The
morphism µ : X → M is called the reduction map.

Remark 2.1 Let (X,L) be a polarized manifold of dimension n and (M,A) a re-
duction of (X,L). Then we obtain g(X,L) = g(M,A).

Definition 2.2 Let (X,L) be a polarized manifold of dimension n. We say that
(X,L) is a scroll (resp. quadric fibration, Del Pezzo fibration) over a normal variety
Y of dimension m if there exists a surjective morphism with connected fibers f :
X → Y such that KX + (n − m + 1)L = f∗A (resp. KX + (n − m)L = f∗A,
KX + (n − m − 1)L = f∗A) for some ample line bundle A on Y .

Theorem 2.1 Let (X,L) be a polarized manifold of dimension n ≥ 3. Then (X,L)
is one of the following types.

(1) (Pn,OPn(1)).

(2) (Qn,OQn(1)).

(3) A scroll over a smooth curve.

(4) KX ∼ −(n − 1)L, that is, (X,L) is a Del Pezzo manifold.

(5) A quadric fibration over a smooth curve.

(6) A scroll over a smooth surface S. In this case, there exists an ample vector
bundle E on S such that X = PS(E) and L = H(E).

(7) Let (M,A) be a reduction of (X,L).

(7.1) n = 4, (M,A) = (P4,OP4(2)).

(7.2) n = 3, (M,A) = (Q3,OQ3(2)).

(7.3) n = 3, (M,A) = (P3,OP3(3)).

145



(7.4) n = 3, M is a P2-bundle over a smooth curve C such that (F,A|F ) ∼=
(P2,OP2(2)) for any fiber F of it.

(7.5) KM + (n − 2)A is nef.

Proof. See [1, Proposition 7.2.2, Theorem 7.2.4, Theorem 7.3.2, Theorem 7.3.4,
and Theorem 7.5.3]. See also [5, Chapter II, (11.2), (11.7), and (11.8)], or [13,
Section 1, Theorem].

Remark 2.2 Let (X,L) be a polarized manifold of dimension n ≥ 3. If (X,L) is
one of the types from (1) to (6) in Theorem 2.1, then (X,L) is a reduction of itself.

Remark 2.3 Let (X,L) be a polarized manifold of dimension n ≥ 3. Then κ(KX +
(n−2)L) = −∞ if and only if (X,L) is one of the types from (1) to (7.4) in Theorem
2.1.

次の結果が主結果を証明する際に重要となる. Theorem 2.2は以前私が断面種数
の研究を重点的に行っていた際に証明した結果である

Theorem 2.2 Let (X,L) be a polarized manifold with dim X = n ≥ 3. Assume
that dim Bs|L| ≤ 0, h0(L) ≥ n + m, and m ≥ 1, where m = g(X,L) − q(X). Let
(M,A) be a reduction of (X,L). Then (X,L) is one of the following types:

(1) (X,L) is a Del Pezzo manifold.

(2) (X,L) is a hyperquadric fibration over a smooth curve with

q(X) ≤ 1

2
+

2m + 1

2n
.

(3) (X,L) is a scroll over a smooth surface S with κ(S) = −∞.
If q(X) > 0 and S is relatively minimal, then

q(X) ≤ 1 +
2m − n + 1

n2 − 3n + 4
.

If q(X) > 0 and S is not relatively minimal, then

q(X) ≤ 1 +
4m − 4n + 3

8n2 − 20n + 16
.

(4) (M,A) = (P4,O(2)).

(5) (M,A) = (Q3,O(2)).

(6) (M,A) = (P3,O(3)).
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(7) M is a P2-bundle over a smooth curve C with (F,AF ) = (P2,O(2)) for any
fiber F of it.

Proof. [9]を参照のこと.

さらに上記の Theorem 2.2と同様の方法で次の Theorem ??を示すことができ
る. Theorem 2.2では dim Bs|L| ≤ 0を仮定しているのに対して, Theorem ??では
Bs|L| = ∅を仮定していることに注意せよ.

Theorem 2.3 Let (X,L) be a polarized manifold with dim X = n ≥ 3. Assume
that Bs|L| = ∅, h0(L) = n + m − 1, where m = g(X,L) − q(X). Let (M,A) be a
reduction of (X,L). Then (X,L) is one of the following types:

(1) (X,L) is a hyperquadric fibration over a smooth projective curve with

q(X) ≤ 3

2
+

2m − 1

2n
.

(2) (X,L) is a classical scroll over a smooth projective surface Y with κ(Y ) = −∞.
If q(X) > 0 and Y is relatively minimal, then

q(X) ≤ 1 +
2m − n + 1

n2 − 3n + 4
.

If q(X) > 0 and Y is not relatively minimal, then

q(X) ≤ 1 +
4m − 1

8n2 − 20n + 16
.

(3) (M,A) = (P4,OP4(2)) and (X,L) is obtained by 7 times simple blowing ups of
(M,A).

(4) (M,A) = (Q3,OQ3(2)) and (X,L) is obtained by 7 times simple blowing ups
of (M,A).

(5) (M,A) = (P3,OP3(3)) and (X,L) is obtained by 8 times simple blowing ups of
(M,A).

(6) M is a P2-bundle over P1 with (F,A|F ) = (P2,OP2(2)) for any fiber F of it,
and (X,L) is obtained by 7 times simple blowing ups of (M,A).

(7) (X,L) is a Mukai manifold with Ln = 2m − 2 and ∆(X,L) = m − 1.

Proof. [10]を参照のこと.
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3 Main results

いよいよ主結果を述べる.

Theorem 3.1 Let (X,L) be a polarized manifold with dim X = n ≥ 3. Assume
that L is very ample and g(X,L) − q(X) = 3. Then (X,L) is one of the following
types:

(1) A hyperquadric fibration over P1. Then e, b and Ln are the following

Ln 7 8 9 10 11 12
e 2 3 4 5 6 7
b 3 2 1 0 −1 −2

(2) A classical scroll over P2. In this case, there exists an ample vector bundle E
on P2 such that X = PP2(E) and L = H(E). Then E is one of the following
types.

(2.1) OP2(1)⊕4.

(2.2) OP2(1)⊕2 ⊕OP2(2).

(2.3) TP2 ⊕OP2(2).

(2.4) rankE = 2 and E has type (1,3) or (2,2).

(3) X is a quartic hypersurface in Pn+1 and L = OX(1).

Theorem 3.2 Let (X,L) be a polarized manifold with dim X = n ≥ 3. Assume
that L is very ample and g(X,L) − q(X) = 4. Then (X,L) is one of the following
types:

(1) A hyperquadric fibration over a smooth curve C and one of the following two
types is satisfied.

(1.1) g(C) = 1, e = 8, b = −4 and n = 3.

(1.2) g(C) = 0 and e, b and Ln are the following

Ln 7 8 9 10 11 12 13 14 15
e 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4 −5

(2) A classical scroll over a smooth surface S. In this case, there exists an ample
vector bundle E on S such that X = PS(E) and L = H(E). Moreover (S, E)
satisfies one of the following three types.

(2.1) S is a quadric surface in P3 and c1(E) = OS(3).

(2.2) S is a cubic surface in P3 and c1(E) = OS(2).
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(2.3) S = PC(F) and c1(E) = 2H(F) + p∗(B), where C is a smooth curve with
g(C) ≤ 1, F is a vector bundle of rank two on C, p : PC(F) → C is the
projection and B is a line bundle on C. In this case, the rank of E is two.

(3) X is a complete intersection of type (2, 3) in Pn+2 and L = OX(1).

Theorem 3.3 Let (X,L) be a polarized manifold with dim X = n ≥ 3. Assume
that L is very ample and g(X,L) − q(X) = 5. Let (M,A) be a reduction of (X,L).
Then (X,L) is one of the following types:

(1) A hyperquadric fibration over a smooth curve C and one of the following three
types is satisfied.

(1.1) g(C) = 2, e = 8, b = −4 and n = 3.

(1.1) g(C) = 1 and e, b and Ln are the following.

Ln 12 13 14 15
e 7 8 9 10
b −2 −3 −4 −5

(1.2) g(C) = 0 and e, b and Ln are the following.

Ln 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
e 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
b 3 2 1 0 −1 −2 −3 −4 −5 −6

(2) A classical scroll over a smooth surface S. In this case, there exists an ample
vector bundle E on S such that X = PS(E) and L = H(E). Moreover (S, E)
satisfies one of the following two types.

(2.1) S = F1 and c1(E)2 = 21.

(2.2) S = PC(F) and c1(E) = 2H(F) + p∗(B), where C is a smooth curve with
g(C) ≤ 1, F is a vector bundle of rank two on C, p : PC(F) → C is the
projection and B is a line bundle on C. In this case, the rank of E is two.

(3) (M,A) = (P4,OP4(2)).

(4) (M,A) = (Q3,OQ3(2)).

(5) X is a complete intersection of type (2, 2, 2) in Pn+3 and L = OX(1).

(6) X is a one point blowing up of the type (2, 2, 2) complete intersection Y in
Pn+3 and L = π∗(OY (1)) − E, where π : X → Y is the birational morphism
and E is the exceptional divisor.
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Proof. 上記の 3つの定理は基本的に証明方法が同じであるのでTheorem 3.3の
証明の流れを述べることにする1.
まず, Lは非常に豊富な因子であるので h0(L) ≥ n + 1が成り立つことに注意す

る.
(a) h0(L) ≥ n + 4のとき, Theorem 2.2 と Theorem ??を用いると (X,L)のタイプ
は特別なものになることがわかる. あとは個別に詳しく調べる.

(b) h0(L) = n+3のとき, XはLによる埋め込みでPn+2内の余次元2の部分多様体と
なる. いま n ≥ 3なのでBarth-Lasenの定理 ([15, Theorem 3.2.1]) より h1(OX) = 0
となることがわかる. したがって g(X,L) = h1(OX) + 5 = 5となることがわかる.
ここで κ(KX + (n − 2)L)の値により場合分けを行う.
(b.1) もし κ(KX + (n − 2)L) ≥ 0なら

5 = g(X,L) = 1 +
1

2
(KX + (n − 1)L)Ln−1 ≥ 1 +

1

2
Ln

なのでLn ≤ 8がいえる. Lは非常に豊富な因子よりこのような (X,L)には分類表が
ある ([11], [12], [14]). それを用いて分類を得ることができる.
(b.2) もし κ(KX + (n − 2)L) = −∞なら, 随伴束の理論より (X,L)は特別な場合と
なる (Theorem 2.1を参照せよ)ので個別に調べる.

(c) h0(L) = n+2のとき, XはLによる埋め込みでPn+1内の余次元 1の部分多様体,
つまり Pn+1の超曲面となる. ここで d = Lnとおくと g(X,L) = 1

2
(d − 1)(d − 2)と

なることがわかる. g(X,L) = 5より 10 = (d − 1)(d − 2)がいえる. しかしこれを満
たす整数 dは存在しない.

(d) h0(L) = n + 1のとき, (X,L)は (Pn,OPn(1))と同型となる. しかしこのときは
g(X,L) = 0となり, 仮定に反する.
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津山代数幾何シンポジウム2012(2012/7/31)

ガロワ点と自己同型群
（具体例を中心に）

宇部工業高等専門学校　三浦　敬

今日のタイトルについて

自己同型群 Aut(X) の中で，ガロワ点でのガ
ロワ群が生成する群 G(X) がどれくらいを占
めるのか知りたい！

1

今日の内容
§1 Introduction（ガロワ点の定義など）
§2 問題意識
§3 主結果
§4 例
§5 主結果の証明の概略

2

はじめに
k を標数0の代数閉体とし，基礎体として固定す
る．K を k 上の代数関数体とする．このとき，

体拡大K/kを覗き込んでみたい！

特に，どのような中間体がどれくらい存在するの
かを知りたい．これが「ガロワ点の研究」の当初
の目的であった．そこで，体拡大 K/k の様子を
以下のように幾何の観点から考察することを考え
よう．

3
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§1
• k : field, ch(k) = 0, k = k

• X ⊂ Pn を d 次 (d ≥ 3) 既約超曲面
• K := k(X) を X の関数体
• 空間上の点 P ∈ Pn に対し，点 P を中心とす
る点射影を考える
⇒ πP : X −→ Pn−1 : 点 P 中心の射影

• この点射影は関数体の間の体拡大をひき起こす
⇒ π∗

P : k(Pn−1) ↪→ k(X) : 関数体の体拡大

4

• この体拡大は点 P によって決まるので，
π∗

P (k(Pn−1)) を KP で書く
• すなわち，π∗

P : KP ↪→ K または K/KP

• 拡大次数については [K : KP ] = d − mP （た
だし mP は X の P における重複度で，もし
P /∈ X ならば mP = 0 とおく) であることに
注意

5

定義と記号
定義 1 (Yoshihara, 1996). 体拡大 K/KP がガロ
ワ拡大となるとき，点 P ∈ Pn を X に対するガ
ロワ点 (Galois point for X) であるという．

記号を次のように準備する
• LP : 体拡大 K/KP のガロワ閉包，
• X̃P : LP を関数体にもつ非特異代数多様体，
• GP := Gal(LP /KP ) : 点 P でのガロワ群と
呼ぶことにする．

6

定義と記号
定義 2. X に対するガロワ点は P ∈ X のとき，
inner Galois point と呼ばれ，P ∈ Pn \ X のと
き，outer Galois point と呼ばれる．それぞれの
個数を表す記号として，次を定義する．
• δ(X) := �{P ∈ X |P is a G.P. for X }
• δ′(X) := �{P ∈ Pn \ X |P is a G.P. for X }

7
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ダイアグラム

X̃P LP {1}

fπP

⏐⏐� �⏐⏐ ⏐⏐�
X K = k(X) H

πP

⏐⏐� π∗
P

�⏐⏐ ⏐⏐�
Pn−1 KP = k(Pn−1) GP

8

正統派の問題
問題 1. 超曲面 X に対し，
(i) X に対するガロワ点を探すこと，特に δ(X)
と δ′(X) を決定すること．

(ii) ガロワ群 GP にはどのような群が現れる
か？また，K/KP の中間体を決定せよ．

(iii) 関数体 LP はどのようなものが現れるか？
また，X̃P の性質を調べよ．

(iv) 逆に，ガロワ点を用いて X の特徴付け，定
義方程式の決定を行うこと．

9

§2
以後，P は X のガロワ点であると仮定する．
⇒ ∀σ ∈ GP induces a birational transformation

of X （同じ記号 σ で表すことにする）

Pn ⊃ X K {1}

πP

⏐⏐� π∗
P

�⏐⏐ ⏐⏐�
Pn−1 KP GP

10

ガロワ点に付随する双有理変換
定義 3. この σ をガロワ点 P に付随する双有理
変換 (the birational transformation belonging to

the Galois point P ) とよぶ．

問題 2. 双有理変換 σ の性質を調べよ！！

　

11
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ガロワ点に付随する双有理変換
例えば次のような問題はどうだろう．P を X に
対するガロワ点とする．このとき，どのような場
合に次の (i), (ii), (iii) が起きるか判定せよ．

(i) GP ⊂ PGL(n, k)
(ii) GP ⊂ Bir(Pn) かつ GP 	⊂ PGL(n, k)
(iii) neither (i) nor (ii)

一般には非常に難しい．

12

ガロワ点に付随する双有理変換
定理 3 (Yoshihara). X : smooth hypersurface

of deg X = d ≥ 4
⇒ GP 
 ∀σ can be extended to a projective

transformation, i.e., ∃σ̃ ∈ PGL(n, k) s.t.

σ̃|X = σ. Furthermore, GP
∼= cyclic group.

P
n ∃eσ−−−−−−→ P

n

x??
x??

X
σ−−−−−−→ X

13

ガロワ点に付随する双有理変換
『σ についての考察』
σ が拡張される，されないの判定は結構難しい＝
おもしろい？
高知集会2010の報告集に関連することを書いて
おきました．ご覧頂ければ幸いです．

keywords:

リサージュ曲線，飯高先生の L-minimal, Eckardt

point

14

本日のメインテーマ
今までは個々のガロワ点 P に対して σ ∈ GP の
性質について調べてきた．

⇒ そこで，今日は「すべての」σ の性質を調べ
ることを提起したい．以後，X は非特異超曲面
で，次数は d ≥ 4 と仮定する*1．この場合，先ほ
どの定理3が成立することに注意する．

*1 将来的には「非特異」という仮定無しで考えたいが…
15
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定義
定義 4. P1, P2, · · · , Pm を X の inner, outer
全てのガロワ点とする．このとき，各ガロワ点で
のガロワ群 GPi で生成される群(the group

generated by the automorphisms belonging to

the Galois points for X) を G(X) で定義する．
すなわち，

G(X) := 〈GP1 , GP2 , · · · , GPm〉 ⊂ Aut(X).

16

注意
注意 1. この定義にある G(X) は，金沢光則先
生，高橋剛さん，吉原久夫先生の三氏による論文
（Nihonkai Math. J. 2001）で初めて定義された．
三氏は，X が最大個数の inner ガロワ点を持つ
場合，すなわち，(i) 4個のガロワ点を持つ非特異
平面4次曲線，(ii) 8個のガロワ点を持つ非特異4
次曲面，について G(X) の構造を調べた．

17

注意
注意 2. X がガロワ点を持たない場合は，
G(X) = {1} とする．

18

メインテーマ
問題 4. 群 G(X) を調べよ！

…もちろん調べ方には多種多様な方法が考えられよう．例

えば，G(X) は Aut(X) の中でどのような部分群である

か？などは非常に興味深いと思われる．ここでは，手始め

として G(X) と Aut(X) の位数の比の値に注目すること

にする．（第9回代数曲線シンポジウム報告集より）

⇒ ダイレクトに G(X) を調べてみる！

19
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§3 主結果
以後，X は非特異平面曲線で，次数は d ≥ 4 と
仮定する．X = C と書く．

まず，最初に分かることは，

定理 5. For general C ⇒ G(C) = Aut(C).

Proof. general C に対して，Aut(C) が自明なの
で．

20

主結果
δ(C) ≥ 1 or δ′(C) ≥ 1 のとき，

定理 6. G(C) � Aut(C)

定理 7 (主結果). 　
(i) general C に対し，Aut(C) = G(C)
(ii) Aut(C) 	= G(C) のとき，Aut(C)/G(C) は

5種類の正多面体群，Z/(n), D2n, A4, S4, A5

に同型である．

21

例：C4 : Y Z3 + X4 + Y 4 = 0
δ(C) = 4 ⇔ C ∼ C4 である．この4個の inner Galois

pointに付随する自己同型が生成する群 G(C4) については，
上に述べたように，三氏による論文に詳しく結果が述べられ
ている．実は，さらに δ′(C4) = 1 でもあるので，この5個
のガロワ点について G(C4) を計算してみよう．Aut(C4) に
ついては，いろいろな先行研究があり�Aut(C4) = 48 が知
られている．G(C4) の計算には，先行研究に outer Galois

point の情報を付け加えれば十分であり，

Aut(C4) = G(C4)

を得る．ただし，細かい計算が必要．
22

例：Cd : Y Zd−1 + Xd + Y d = 0
d = 4 のときは，上の例で計算したとおりである．
実は，深澤さんの論文によれば，
• d = 4 のとき，δ(C) = 4 かつ δ′(C) = 1 ⇔ C ∼ C4

• d ≥ 5 のとき δ(C) = 1 かつ δ′(C) = 1 ⇔ C ∼ Cd

ここでは d ≥ 5 の場合を調べてみよう．
P = (0 : 0 : 1) ∈ Cd, Q = (1 : 0 : 0) /∈ Cd がガロワ点で
あり，ガロワ群はGP

∼= Z/(d−1), GQ
∼= Z/(d)．生成元を

GP = 〈σ〉, GQ = 〈τ〉 とし，それぞれを行列で表示すると

σ =

0
@ η

η
1

1
A , τ =

0
@ ξd−1

1
1

1
A ,

23
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ここで，η は原始 (d − 1) 乗根，ξ は原始 d 乗根である．
よって求めたい群 G(Cd) は，

G(Cd) = 〈σ, τ〉 = {σiτj |i = 1, 2, · · · , d−1, j = 1, 2, · · · , d}

となる．特に �G(Cd) = (d − 1)d である．
一方 Aut(Cd) については，δ(C) = 1 であることを上手く
使うことにより自力で計算することが可能である．特に，
�Aut(Cd) = (d − 1)d が確かめられる．結論として，

Aut(Cd) = G(Cd)

を得る．

24

例：Cd,m : Y mZd−m + Xd + Zd = 0

m �= d, d − 1 のとき，特異点を持つ．
• Q = (1 : 0 : 0) /∈ Cd,m は outer Galois point であり，

GQ
∼= Z/(d)．

• R = (0 : 1 : 0) ∈ Cd,m は特異点かつガロワ点であり，
GR

∼= Z/(m) である．
両者の群は，行列で表現することができるので，上の例と同
様の計算が可能である．特に，�〈GQ, GR〉 = dm を得る．
このとき，Kontogeorgisによれば，Aut(k(Cd,m))，すなわ
ち，Cd,m の双有理変換群は，m が d を割り切らなければ
μ(d) × μ(m) である．特に，

Aut(k(Cd,m)) = 〈GQ, GR〉
25

が分かる．
〈GQ, GR〉 ⊂ G(Cd,m) に注意して，次の問いはどうか？

問題 8. このとき，Q, R 以外にガロワ点は存在しないと言
えるだろうか？

26

例：フェルマー曲線
C = F (d) : Xd + Y d + Zd = 0

事実として，Aut(F (d)) は
μ(d) × μ(d) : (X : Y : Z) 
→ (ξiX : ξjY : Z), ξ は原
始d乗根
S3 : {X, Y, Z} の置換
のふたつの群によって生成される．特に，半直積であり，

�Aut(F (d)) = 6d2 であることが知られている．

27
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また，ガロワ点については，δ(F (d)) = 0, δ′(F (d)) = 3．
具体的には，P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0),

P3 = (0 : 0 : 1) が3つの outer ガロワ点であり，各点での
ガロワ群は GPi

∼= Z/(d) である．ここで，生成元を
GPi

= 〈σi〉 とし，σi を行列で表示すると，

σ1 =

„
1

ξ
ξ

«
, σ2 =

„
ξ

1
ξ

«
,

σ3 =

„
ξ

ξ
1

«

となる．

28

よって求めたい群 G(F (d)) は，

G(F (d)) = 〈σ1, σ2, σ3〉 =

„
1

ξi

ξj

«

(i, j = 1, 2, · · · , d)

であり，これは μ(d) × μ(d) に他ならないので，

Aut(F (d))/G(F (d)) ∼= S3

を得る．

（注意）このことは，高次元でも同様に成り立つことが予想

される
29

例：Hurwitz 曲線
C = Hd : Xd−1Y + Y d−1Z + Zd−1X = 0
Hd は total flex をもたない．さらに正確に言うと Hd は 3

個の (d − 3)-flex と，3(d2 − 3d + 3) 個の 1-flex を持つ．
このことより，δ(Hd) = δ′(Hd) = 0 であることが分かる．
しかし，Aut(Hd) が自明でないことは，例えば，
(X : Y : Z) 
→ (Y : Z : X) などが自己同型として存在する
ことから分かる．よって，

�Aut(Hd) �= 1, G(Hd) = {1}

特に，d = 4 のとき，H4 は Klein quartic と呼ばれる有名

な曲線であり，�Aut(H4) = 168 である．
30

例：巡回群の例
f6(X, Y ) = (X − Y )(X − ωY )(X − ω2Y )

(X − 2Y )(X − 2ωY )(X − 2ω2Y )

とおいて，C : Y Z5 + f6(X, Y ) = 0 とする．ただし，
ω2 + ω + 1 = 0.

⇒ P = (0 : 0 : 1) は inner Galois point, GP
∼= Z/(5).

さらに，

ϕ =

0
@ 1 0 0

0 ω 0
0 0 e

1
A

ただし，e5 = ω2 とすれば，ϕ ∈ Aut(C) が分かる．
31
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このとき，

1 −→ G(C) −→ Aut(C)
(πP )∗−→ G′ −→ 1,

G′ := 〈
„

1 0
0 ω

«
〉

は split する．結論として

Aut(C)/G(C) ∼= Z/(3)

を得る．

32

例：2面体群の例
C : X2n + XnY n + Y 2n + Z2n = 0.

⇒ P = (0 : 0 : 1) は outer Galois point，GP
∼= Z/(2n).

さらに，GP 以外のAut(C)として

σ =

0
@ ξ 0 0

0 ξn−1 0
0 0 1

1
A , τ =

0
@ 0 1 0

1 0 0
0 0 1

1
A ,

ただし，ξn = 1 とすれば，〈(πP )∗σ, (πP )∗τ〉 ∼= D2n が確
かめられる．このとき，

Aut(C)/G(C) ∼= D2n

33

例：正4面体群 A4 の例
C : 2X12 − 66X8Y 4 − 66X4Y 8 + 2Y 12 + Z12 = 0

⇒ P = (0 : 0 : 1) は outer Galois point, GP
∼= Z/(12).

さらに，GP 以外の自己同型として

σ =

0
B@

1√
2i

i√
2i

0
1√
2i

−i√
2i

0

0 0 1

1
CA , τ =

0
@ −1 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A ,

ただし，i2 = −1 とすれば，σ, τ ∈ Aut(C) かつ
〈(πP )∗σ, (πP )∗τ〉 ∼= A4 が確かめられる．このとき，

Aut(C)/G(C) ∼= A4

34

例：正8面体群 S4 の例
C : X24 + 150X20Y 4 + 159X16Y 8 + 3476X12Y 12 +

159X8Y 16 + 150X4Y 20 + Y 24 + Z24 = 0.

⇒ P = (0 : 0 : 1) は outer Galois point, GP
∼= Z/(24).

さらに，GP 以外の自己同型として

σ =

0
B@

1√
2

i√
2

0
1√
2

−i√
2

0

0 0 1

1
CA , τ =

0
@ i 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A ,

とすれば，σ, τ ∈ Aut(C) かつ 〈(πP )∗σ, (πP )∗τ〉 ∼= S4 が

確かめられる．よって，Aut(C)/G(C) ∼= S4

35
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例：正20面体群 A5 の例
C : X5Y 5(X10 + 11X5Y 5 − Y 10)5 + Z60 = 0

⇒ P = (0 : 0 : 1) は outer Galois point, GP
∼= C60.

さらに，次の Aut(C) を考える．

σ =

0
BB@

ξ−ξ4
√

5

ξ3−ξ2
√

5
0

ξ3−ξ2
√

5

−ξ+ξ4
√

5
0

0 0 1

1
CCA , τ =

0
@ ξ 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A ,

ただし，ξ は1 の原始5乗根．このとき，

Aut(C)/G(C) ∼= A5

36

§5 証明の概略
G(C) � Aut(C) なること．

Proof. P1, · · · , Pl を inner Galois point とする（outer の
場合も同様）．このとき，任意の τ ∈ Aut(C) に対して
τ(Pi) はまた inner Galois point なので，τ(Pi) = Pj for

some j. すなわち，τGPi
τ−1 = GPj

となる．よって，
τ〈GP1 , · · · , GPl

〉τ−1 = 〈GP1 , · · · , GPl
〉.

37

以下，証明の概略．
P が inner Galois point であると仮定する．
⇒ P = (0 : 0 : 1), C : Y Zd−1 + fd(X, Y ) = 0 とできる．
さらに，fd(X, Y ) �= Xd + Y d とする．このとき，
δ(C) = 1, δ′(C) = 0 が分かる．
さてこの場合，任意の ϕ ∈ Aut(C) は，ガロワ点を固定する
ので ϕ(P ) = P , P は total flex なので，
ϕ{Y = 0} = {Y = 0} とならねばならない
以上のことより，ϕ は次のタイプの行列で表わされることが
分かる．

Aϕ =

0
@ a b 0

0 c 0
0 0 d

1
A

38

P = (0 : 0 : 1) 中心の点射影は
πP : (X : Y : Z) 
→ (X : Y ) であることに注意すると

(πP )∗ϕ =

„
a b
0 c

«
,

(πP )∗ϕ ∈ Aut(P
1) である. また，

ϕ∗(Y Zd−1 + fd(X, Y )) = λ(Y Zd−1 + fd(X, Y )),

∃λ ∈ k \ {0}

とならねばならない．特に，Z = 0 上で考えれば，

ϕ∗fd(X, Y ) = λfd(X, Y ), ∃λ ∈ k \ {0}

fd(X, Y ) = 0 の根を (α1 : β1), · · · , (αd : βd) とし，
Pi := (αi : βi) とおく．

39

161



ここで，(πP )∗ϕ の {P1, P2, · · · , Pd} への作用を考えると
(i) P1, P2, · · · , Pd ∈ P

1 が一般的ならば (πP )∗ϕ は
{P1, P2, · · · , Pd} に作用しない．すなわち，このと
き，このような ϕ は存在せず，G(C) = Aut(C) と
なる．

(ii) (πP )∗ϕ が {P1, P2, · · · , Pd} へ作用するとき，
orbit O1, O2, · · · , Os に分解する．ただし，
Oi = {(α(i)

1 : β
(i)
1 ), · · · , (α

(i)
si

: β
(i)
si

)}. このとき，
fd(X, Y ) = Πs

i=1Π
sj

j=1(α
(i)
j X − β

(i)
j Y ) とすれば

よい．
すなわち，act するときには次の完全列が存在し，特に split

40

することが分かる（半直積となる）．

1 −→ G(C) −→ Aut(C)
(πP )∗−→ G′ −→ 1

⇒ Aut(C)/G(C) ∼= G′

41
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(V) 型の特異ファイバーを 3 本持つ種数 2 の

有理ファイバー曲面 I, II

北川真也

1 主結果と背景

平面 3 次曲線の一般のペンシルは 9 個の基点を持ち, 基点を解消すると, 階数 8 のルー

ト格子 E8 をモーデル・ヴェイユ格子とする有理楕円曲面が得られる ([7]). 逆に, 切断を

もつ相対極小な有理楕円曲面は 9 回の適当な (−1) 曲線の縮約により, ファイバーの像が

平面 3 次曲線のペンシルを成す. 有理曲面 X の相対極小な種数 2 曲線束 f : X → P1 も

同様に, 特別な場合1を除いて射影平面への双有理射 υ : X → P2 が存在して, f の各ファ

イバーの υ による像が平面曲線のペンシル Λ を成す. ピカール数 ρ(X) に対して, Λ の

基点は無限近傍点も込めて数えると ρ(X)− 1 個である. 基点を解消する事で, Λ に付随

する有理写像 Φ|Λ| : P2 99K P1 から元の f : X → P1 が復元される.

f の切断を X 上の曲線とみなして, 自己交点数が −1 となる切断を (−1) 切断と呼ぶ.

定理 1 ([2], [1], [4], [5]). X を非特異有理曲面, f : X → P1 を相対極小な種数 2 曲線

束とする. ピカール数 ρ(X) について, 11 ≤ ρ(X) ≤ 14 である. f の一般ファイバーを

F で表す. ρ(X) 6= 14 または f のモーデル・ヴェイユ群が非自明と仮定すれば, 双有理

射 X → P2 が存在する. さらに, それらの内で F の像の次数が最小となるように双有理

射を選ぶと, F の像の特異点の個数と重複度及び最小次数は次の通りである.

(A) ρ(X) = 11 のとき, 5 重点と九つの 4 重点をもつ平面 13 次曲線,

(B1) ρ(X) = 12 かつ f が (−1) 切断をもつとき,

八つの 3 重点と二つの 2 重点をもつ平面 9 次曲線,

(B2) ρ(X) = 12 かつ f が (−1) 切断をもたないとき,

3 重点と十の 2 重点をもつ平面 7 次曲線,

(C) ρ(X) = 13 のとき, 八つの 2 重点をもつ平面 6 次曲線,

(D) ρ(X) = 14 のとき, 2 重点をもつ平面 4 次曲線.

1有理曲面 X の相対極小な種数 2 曲線束 f : X → P1 について, ρ(X) = 14 かつ f のモーデル・ヴェイ

ユ群が自明なとき, かつそのときに限って, X の線織構造は唯一で, 相対極小モデルは P(OP1 ⊕OP1(2)) ま
たは P(OP1 ⊕OP1(3)) である. 特に, 双有理射 υ : X → P2 は存在しない.
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1899 年の Franchis [2] の証明は不完全である. 2010 年の Calabri と Ciliberto の共同

研究 [1, §10.5. De Franchis’ Theorem] により, 証明は概ね修正された. しかし, 未だ不

備2が残っている. また, 5 種類 (A)—(D) のペンシルの実在に関して 2010 年の共同研究

は [1, Remark 10.11] で触れているが本質的には, 前述の先行研究 [2] に委ねている. [2]

では (B1) の一般的な場合と (B2) の少し特殊な場合3のそれぞれの平面曲線のペンシル

については定義方程式を紹介しているが, (A) の 13 次曲線のペンシルの定義方程式まで

は言及していない.

(A), (B1), (B2), (C) 及び (D) の五つに場合分けすると, [8, 定理 3, 7, 8 及び 9] が適

用し易くなり, f のモーデル・ヴェイユ群を考察できる. 五つの場合それぞれに対して, 最

大階数のモーデル・ヴェイユ格子の構造は解明できている. そこで次に, モーデル・ヴェ

イユ群が自明な場合に興味がもたれる. (C) の場合, モーデル・ヴェイユ群が自明ならば

f は (V) 型の特異ファイバーをもつ. ここで (V) 型とは, 堀川 [3] によって 6 系統へ種

数 2 曲線束の特異ファイバーが分類された内の 1 系統である. (B2) の場合, (V) 型の

特異ファイバーを 2 本もち, モーデル・ヴェイユ群が自明な f : X → P1 の例が構成で

きている. f : X → P1 が (V) 型の特異ファイバーを 3 本もつならば, [3, 定理 2] より

ρ(X) = 11 が従い, (A) の特殊な場合となるが, 次のように三つのパラメータでペンシル

の定義式を書き下す事ができる.

定理 2. P1 の斉次座標を (s : t), P2 のそれを (x : y : z) とおく. αβγ(α+ β + γ) 6= 0 を

みたす複素数の比 (α : β : γ) に対して, 3 本の 5 次式 f0, f1 及び f∞ を

f0 = x
2y2(x− y)− 2γx2yz2 − 2βxy2z2 + γ2xz4 − β2yz4,

f1 = xy
2(x− y)2 − 2γxy(x− y)z2 + 2(α+ γ)y2(x− y)z2 + γ2(x− y)z4 + α2yz4,

f∞ = x2y(x− y)2 + 2(α+ β)x2(x− y)z2 − 2βxy(x− y)z2 + α2xz4 − β2(x− y)z4

で定義する. このとき

s(x− y)
©
(x− y)f0 − α(α+ 2β + 2γ)xyz4

ª2
(1.1)

+ty
©
yf∞ − γ(2α+ 2β + γ)x(x− y)z4

ª2
= 0

が定める P2 上の 13 次曲線のペンシルの基点を解消すると, P1 上の 3 点 (1 : 0), (1 : 1),

(0 : 1) の上に (V) 型の特異ファイバーをもつ相対極小な種数 2 曲線束を備えた有理曲面

を得る. そして, 種数 2 曲線束は他に可約な特異ファイバーをもたない. 実際に, 式 (1.1)
23 重点及び 4 重点と八つの 5 重点をもつ平面 15 次曲線は, クレモナ変換で次数を下げる事はできず,

それら 10 個の特異点を解消すると算術種数が 2 であるが, 一般元が非特異かつ既約であるようなペンシル

を成さない. この証明 [1, p. 28] で交点数の計算等に誤りがある. また, 彼らの方針で証明を完結させる事は

難しいように思われる. 相対標準写像が導く 2 重被覆の堀川による研究 [3] を用いて, 別証明を与える事が

できる.
3ρ(X) = 12 なる非特異有理曲面の相対極小な種数 2 曲線束について随伴因子が成すペンシル |KX +F |

が固定成分をもつか否かで, (B2) か (B1) かに分かれると Franchis [2] は主張しているが, 無数に反例があ

り, |KX + F | の固定成分の有無では区別できない. 実は, (B2) の一般の場合は |KX + F | が固定成分をも

たない. また, (B1) の少し特殊な場合には |KX + F | が固定成分をもつ.
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が定める平面 13 次曲線のペンシルは (s : t) = (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) のとき, かつそのと

きに限って可約である. 特に, s = t = 1 のとき式 (1.1) の左辺は

(x− y)
©
(x− y)f0 − α(α+ 2β + 2γ)xyz4

ª2
+ y

©
yf∞ − γ(2α+ 2β + γ)x(x− y)z4

ª2
=x

©
xf1 + β(2α+ β + 2γ)y(x− y)z4

ª2
と因数分解できる.

逆に, P1 上の 3 点 (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) の上に (V) 型の特異ファイバーをもつ種数 2

曲線束を備えた有理曲面は, P2 への適当な双有理射と αβγ(α + β + γ) 6= 0 をみたす複

素数の比 (α : β : γ) が存在して, ファイバーの像は式 (1.1) が定める平面 13 次曲線のペ

ンシルを成す.

種数 2曲線束の特異ファイバーの浪川・上野 [6]による分類の内で,次の六種類が堀川 [3]

による分類の (V)型の特異ファイバーに相当する: [6, p. 13, 1−IV], [6, p. 15, 1−VIII−3],
[6, p. 33, 3−IV∗−II0], [6, p. 36, 3−IV∗−II0], 自然数 n を伴って [6, p. 42, 5−III∗n], 自然

数 n 及び pを伴って [6, p. 42, 5−II∗n−p]. しかし, 有理曲面の種数 2 曲線束が (V) 型の特

異ファイバーを 3 本持つとき, (V) 型の特異ファイバーは [6, p. 15, 1−VIII−3], [6, p. 33,
3−IV∗−II0] 及び n = p = 1 を伴って [6, p. 42, 5−II∗1−1] のいずれかである事が後述の

定理 3 として導かれる. それらの双対グラフは図 1 の通りである. 図 1 の [3−IV∗−II0]
及び [1−VIII−3] において, 成分として 3 重に含まれる (−2) 曲線と (−3) 曲線の交点

数は 2 であるが, 異なる 2 点で交わるときは [3−IV∗−II0] 型, 1 点で 2 重に接するとき

は [1−VIII−3] 型と区別される. また, 図 1 の [5−II∗1−1] における “ 1 ”は自己交点数が

(−1) で算術種数が 1 の曲線を表す. この曲線は尖点を持たないが, 結節点を持つか否か

で [6, p. 42, 5−II∗1−1] の特異ファイバーを, [5−II∗1−1(N)] 型と [5−II∗1−1(S)] 型に呼び分

ける事とする.

3
1 2 3 2

[3−IV∗−II0] 及び [1−VIII−3]
1

1 2

1
2

[5−II∗1−1]

図 1.

定理 3. (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗

に対して, σ = α+ β + γ, λ0 = 2σ − α, λ1 = 2σ − β, λ∞ =
2σ−γ, ν0 = σ2−4βγ, ν1 = σ2−4γα, ν∞ = σ2−4αβ, ζ = σ3−4σ(αβ+βγ+γα)−16αβγ,
ξ = σ3 − 2αβγ とおく.

¡
P2
¢∗

上の 18 点 (1 : 1 : ±2
√
−1), (2 : 2 : −3), (−9 : 16 : 1),

(16 : −9 : 1), (4 : −1 : −1), (±2
√
−1 : 1 : 1), (−3 : 2 : 2), (1 : −9 : 16), (1 : 16 : −9),

(1 : −4 : 1), (1 : ±2
√
−1 : 1), (2 : −3 : 2), (16 : 1 : −9), (−9 : 1 : 16), (1 : 1 : −4) が

成す部分集合を S で表し, 12 点 (0 : 1 : ±1), (1 : 0 : ±1), (1 : ±1 : 0), (0 : 1 : −2), (2 :
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(α : β : γ) (1 : 0) 上のファイバー (1 : 1) 上のファイバー (0 : 1) 上のファイバー

(1 : 1 : ±2√−1) [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型
(2 : 2 : −3) [3−IV∗−II0] 型 [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(S)] 型
(−9 : 16 : 1) [5−II∗1−1(N)] 型 [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(S)] 型
(16 : −9 : 1) [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型
(4 : −1 : −1) [1−VIII−3] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型
(±2√−1 : 1 : 1) [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型
(−3 : 2 : 2) [5−II∗1−1(S)] 型 [3−IV∗−II0] 型 [3−IV∗−II0] 型
(1 : −9 : 16) [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型 [3−IV∗−II0] 型
(1 : 16 : −9) [5−II∗1−1(S)] 型 [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(N)] 型
(1 : −4 : 1) [5−II∗1−1(S)] 型 [1−VIII−3] 型 [5−II∗1−1(S)] 型

(1 : ±2√−1 : 1) [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型
(2 : −3 : 2) [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [3−IV∗−II0] 型
(16 : 1 : −9) [3−IV∗−II0] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(N)] 型
(−9 : 1 : 16) [5−II∗1−1(N)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [3−IV∗−II0] 型
(1 : 1 : −4) [5−II∗1−1(S)] 型 [5−II∗1−1(S)] 型 [1−VIII−3] 型

表 1.

0 : −1), (1 : −2 : 0), (0 : 2 : −1), (1 : 0 : −2), (2 : −1 : 0) が成す部分集合を T とおく.

f : X → P1 は定理 2 のようにして式 (1.1) に対応する有理曲面の種数 2 曲線束とする.

特に, P1 上の 3 点 (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) の上に (V) 型の特異ファイバーをもち, f の可

約な特異ファイバーはこの 3 本に限る. さらに, 浪川・上野 [6] の分類に照らし合わせる

と f の特異ファイバーの型について, 次のいずれかが成り立つ:

• (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ \ {αβγσλ0λ1λ∞ν0ν1ν∞ζξ = 0} のとき, f は丁度 5 本の特異

ファイバーを持つ. 可約な特異ファイバーはいずれも [5−II∗1−1(S)]型である. 既約な

特異ファイバーは 2本とも,特異点として唯一の結節点を有する [6, p. 28, 3−I1−0−0]
のようなファイバーである.

• (α : β : γ) ∈ S のとき, f は既約な特異ファイバーを持たない. つまり, f の特異

ファイバーは丁度 3 本である. それらの型は (α : β : γ) に基づいて表 1 のように

変形する.

• (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {λ0λ1λ∞ν0ν1ν∞ζξ = 0} \ (S ∪ T ) のとき, f は丁度 4 本の

特異ファイバーを持つ. 4 本の特異ファイバーの型は次の通り:

I) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {λ0λ1λ∞ν0ν1ν∞ = 0} \ (S ∪T ) のとき, 唯一の既約な特

異ファイバーは, 特異点として唯一つの結節点を有する [6, p. 28, 3−I1−0−0]
のようなファイバーである. 可約な特異ファイバー 3 本の内, 丁度 2 本のファ
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イバーが [5−II∗1−1(S)] 型である. 残る 1 本の可約な特異ファイバーの型と, 既

約な特異ファイバーがのる点については次のいずれかが成り立つ:

i) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {λ0 = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (1 : 0) 上の可約な特

異ファイバーが [3−IV∗−II0] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(γλ3∞ν
2
∞ : γλ

3
∞ν

2
∞ − βλ31ν21) 上にある.

ii) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {λ1 = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (1 : 1) 上の可約な特

異ファイバーが [3−IV∗−II0] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(γλ3∞ν
2
∞ : αλ

3
0ν
2
0) 上にある.

iii) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {λ∞ = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (0 : 1) 上の可約な

特異ファイバーが [3−IV∗−II0] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(αλ30ν
2
0 − βλ31ν21 : αλ30ν20) 上にある.

iv) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {ν0 = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (1 : 0) 上の可約な特

異ファイバーが [5−II∗1−1(N)] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(γλ3∞ν
2
∞ : γλ

3
∞ν

2
∞ − βλ31ν21) 上にある.

v) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {ν1 = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (1 : 1) 上の可約な特

異ファイバーが [5−II∗1−1(N)] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(γλ3∞ν
2
∞ : αλ

3
0ν
2
0) 上にある.

vi) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {ν∞ = 0} \ (S ∪ T ) のとき, 点 (0 : 1) 上の可約な特

異ファイバーが [5−II∗1−1(N)] 型であり, 唯一の既約な特異ファイバーは

(αλ30ν
2
0 − βλ31ν21 : αλ30ν20) 上にある.

II) (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗ ∩ {ζξ = 0} \ {(4 : −1 : −1), (1 : −4 : 1), (1 : 1 : −4), (0 :

1 : ±1), (1 : 0 : ±1), (1 : ±1 : 0)} のとき, 唯一つ存在する既約な特異ファイ

バーは [6, p. 17, 2−I0−II−0] または [6, p. 37, 4−I1−1−0] のようなファイバー

である. 前者のファイバーは特異点として, 唯一つの尖点を有する. 後者のファ

イバーは特異点として, 二つの結節点を有する. 3 本の可約な特異ファイバー

はいずれも [5−II∗1−1(S)] 型である.

以上のように特異ファイバーが変形しても, 次が成り立つ.

定理 4. 有理曲面の種数 2 曲線束は, (V) 型の特異ファイバーを 3 本持つならばモーデ

ル・ヴェイユ群が自明になる.

謝辞. 定理 4 の弱い形は約 5 年ほど前に得られていたのですが, 埼玉大学で酒井文雄先

生よりコメントを頂いて一念発起して, 命題 5 と定理 6 を得ました. 津山高専で講演の

機会を頂き, 再び酒井文雄先生よりペンシルの定義式を書き下すように勧めて頂いて, 定

理 2 を得ました. 最大の原動力は, 今野一宏先生が研究の進捗状況に耳を傾けてくださっ

て, 成果を認めてくださったことです. また, 講演と執筆の機会をくださった世話人の飯

高茂先生, 松田修先生に心から厚く御礼申し上げます.
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2 諸定理の証明の概略

一般に, 超楕円曲線束を備えた代数曲面の相対標準写像は, 元の曲線束と同じ底曲線上

の P1 束への 2 重被覆を導く. 堀川 [3] では 2 重被覆の分岐因子に基づき, 代数曲面の不

変量と連動して, 種数 2 曲線束の特異ファイバーが 6 系統に分類されている. 堀川 [3] の

諸結果を有理曲面の場合に適用すると, 相対標準写像による像は P1 × P1 である事と分

岐因子の線型同値類が分かり, 分岐因子が持ち得る特異点の候補が絞り込める.

X は C 上で定義された非特異有理曲面で, f : X → P1 は相対極小な種数 2 曲線

束とする. さらに f は (V) 型の特異ファイバーを 3 本持つと仮定する. 相対標準写

像 Φf : X 99K P1 × P1 は 2 重被覆で, この分岐因子を B する. 第一成分への射影

pr1 : P1 × P1 → P1 の一般ファイバーを Γ で表し, 第二成分への射影 pr2 の一般ファイ

バーを ∆ で表す. [3] より, B ∼ 6∆+8Γ である. ここで D ∼ D0 は二つの因子 D と D0

が線型同値であることを意味する. (s : t, u : v) を P1×P1 の斉次座標とする. sv− tu = 0
が定義する射影 pr1 : P1 × P1 → P1 の切断を O1 とおき, Γ0, Γ1 及び Γ∞ のそれぞれで

t = 0, t− s = 0 及び s = 0 が定義する射影 pr1 のファイバーを表し,

sv2 − 2suv + tu2 = 0, sv2 − tu2 = 0, sv2 − 2tuv + tu2 = 0

が定義する射影 pr2 : P1 × P1 → P1 の切断を D0, D1, D∞ とおく. P1 × P1 上の点

(1 : 0, 1 : 0), (1 : 1, 1 : 1) 及び (0 : 1, 0 : 1) のそれぞれを p0, p1 及び p∞ とおき, 各点

における Γ0, Γ1, Γ∞ の接方向に対応する無限近傍点を p00, p
0
1, p

0
∞ とおく. P1 上の任意

の異なる 3 点は, 座標変換によって 3 点 (1 : 0), (1 : 1) 及び (0 : 1) へ写す事ができる.

したがって, f の 3 本の (V) 型の特異ファイバーの相対標準写像 Φf による像は Γ0, Γ1

及び Γ∞ であると仮定しても一般性を失わない. B2 = B − Γ0 − Γ1 − Γ∞ とおく. Γ0,

Γ1 及び Γ∞ のそれぞれと B2 は 1 点で 6 重に接して, この 1 点は B2 の 4 重点である.

∆.B2 = 5 であるから, B2 の 3 つの 4 重点はどの 2 つも射影 pr2 の同一ファイバー上

には無い. よって, B2 は 3 点 p0, p1 及び p∞ で 4 重点をもち, 3 点 p00, p
0
1, p

0
∞ で 2 重

点をもつと仮定しても一般性を失わない. P1 × P1 の 6 点 p0, p1, p∞, p00, p
0
1 及び p0∞ で

のブローアップを η : Σ[ → P1 × P1 とおく. η によって p0, p1 及び p∞ のそれぞれへ縮

約される (−1) 曲線の Σ[ への狭義逆像を Ľ0, Ľ1 及び Ľ∞ で表し, 全引き戻しを E0, E1

及び E∞ とおき, p00, p
0
1 及び p0∞ のそれぞれへ縮約される (−1) 曲線を E00, E

0
1 及び E0∞

とおく. したがって, Ľ0 ∼ E0−E00, Ľ1 ∼ E1−E01 及び Ľ∞ ∼ E∞−E0∞ である. また, η

による B2, Γ0, Γ1, Γ∞, D0, D1, D∞ 及び O1 のそれぞれの狭義逆像を B̂2, Γ̂0, Γ̂1, Γ̂∞,

D̂0, D̂1, D̂∞ 及び Ô1 とおく. η による ∆, Γ の全引き戻しは, 同じ記号で表す事とする.

Γ̂0 ∼ Γ− E0 − E00, Γ̂1 ∼ Γ− E1 − E01, Γ̂∞ ∼ Γ− E∞ − E0∞,
Ô1 ∼ ∆+ Γ− E0 − E1 − E∞,
B̂2 ∼ 6∆+ 5Γ− 4E0 − 4E1 − 4E∞ − 2E00 − 2E01 − 2E0∞
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である. 射影 pr2 の切断 D0 は 6 点 p0, p1, p∞, p00, p
0
1 及び p0∞ の内で, p00 を除く 5 点

を通る. 同様に, D1 は p01 を除く 5 点を通り, D∞ は p0∞ を除く 5 点を通る. 以上から,

D̂0 ∼ 2∆+ Γ− E0 −E1 − E∞ − E01 − E0∞
D̂1 ∼ 2∆+ Γ− E0 −E1 − E∞ − E00 − E0∞
D̂∞ ∼ 2∆+ Γ− E0 −E1 − E∞ − E00 − E01.

したがって, Γ̂0, Γ̂1 及び Γ̂∞ は Σ[ 上の (−2) 曲線, D̂0, D̂1, D̂∞ 及び Ô1 は (−1) 曲線

であり, 異なる添え字 i, j に対して Γ̂i.Γ̂j = Γ̂i.D̂j = D̂i.D̂j = 0 が成り立ち, 任意の添

え字 k に対して Γ̂k.Ô1 = D̂k.Ô1 = 0 かつ Γ̂k.D̂k = 1 が成り立つ. よって, Σ[ 上の 4 つ

の (−1) 曲線 D̂0, D̂1, D̂∞ 及び Ô1 を縮約した後に, Γ̂0, Γ̂1 及び Γ̂∞ の像が (−1) 曲線

であるから, 以上の 7 曲線の縮約で双有理射 μ : Σ[ → P2 を得る. μ により D̂0 + Γ̂0,

D̂1 + Γ̂1, D̂∞ + Γ̂∞ 及び Ô1 が縮約された点を q0, q1, q∞ 及び o0 とおく.

D̂0, D̂1 及び D̂∞ が μ により縮約された点 q00, q
0
1 及び q0∞ はそれぞれ, q0, q1 及び q∞

の無限近傍点である. 異なる添え字 i, j に対して Ľi.Ľj = Ľi.D̂j = Ľi.
³
D̂j + Γ̂j

´
= 0

が成り立ち, 任意の添え字 k に対して

Ľk.D̂k = Ľk.
³
D̂k + Γ̂k

´
= Ľk.Ô1 =

³
D̂k +

³
D̂k + Γ̂k

´
+ Ô1 + Ľk

´2
= 1

が成り立つ. よって, k = 0, 1 及び∞ のそれぞれに対して, 3 点 o0, qk, q
0
k は同一直線 Lk

上にあり, Lk の μによる狭義逆像が Ľk に他ならない. v = 0, v−u = 0及び u = 0のそれ

ぞれが定義する射影 pr1 : P1×P1 → P1 の切断を∆0, ∆1 及び ∆∞ とおき, 各々の η によ

る狭義逆像を ∆̂0, ∆̂1 及び ∆̂∞ で表す. ∆̂0 ∼ ∆−E0, ∆̂1 ∼ ∆−E1 及び ∆̂∞ ∼ ∆−E∞
である. 異なる添え字 i, j に対して ∆̂i.∆̂j = ∆̂i.D̂j = 0 かつ ∆̂i.

³
D̂j + Γ̂j

´
= 1 が成り

立ち,任意の添え字 k に対して ∆̂k.Ô1 = ∆̂k.D̂k = ∆̂k.
³
D̂k + Γ̂k

´
= 0かつ

³
∆̂k

´2
= −1

が成り立つ. よって, ∆̂0 の μ による像は, 7 点 q0, q1, q∞, q00, q
0
1, q

0
∞ 及び o0 の内の 2

点 q1 及び q∞ を通る直線である. 同様に, ∆̂1 の μ による像は, 7 点の内の 2 点 q∞ 及

び q0 を通る直線であり, ∆̂∞ の μ による像は, 7 点の内の 2 点 q0 及び q1 を通る直線で

ある. 特に, 3 直線 L0, L1 及び L∞ は 1 点 o0 で交わるが, 4 点 q0, q1, q∞ 及び o0 の内

のどの 3 点も同一直線上には無い. P2 の斉次座標を (w0 : w1 : w2) とおく. P2 の任意

の異なる 4 点は, どの 3 点も同一直線上に無いならば, 座標変換によって 4 点 (1 : 0 : 0),

(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) 及び (1 : 1 : 1) へ写す事ができる. したがって, P2 上の点 q0, q1, q∞
及び o0 のそれぞれを (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) 及び (1 : 1 : 1) と仮定しても一般

性を失わない. このとき L0, L1 及び L∞ の定義式はそれぞれ w2−w1 = 0, w0−w2 = 0
及び w0 − w1 = 0 である. また, q00, q

0
1 及び q0∞ は, q0, q1 及び q∞ の各点における L0,

L1, L∞ の接方向に対応する.

B̂2.Ô1 = −1 より, B2 は O1 を成分に含んでいる事が分かる. B1 = B2 − O1 とお

き, η による B1 の狭義逆像を B̂1 で表す. したがって, B̂1 ∼ 5∆ + 4Γ − 3E0 − 3E1 −
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3E∞ − 2E00 − 2E01 − 2E0∞ である. B は被約であるから B̂1 は Ô1, Γ̂0, Γ̂1 及び Γ̂∞ の

いずれも成分に含まない. B2 ∩ Γ0 = {p0} より, B̂1 は D̂0 を成分に含まない. 同様にし

て, B̂1 は D̂1 も D̂∞ も成分に含まない. 更に, Ô1.B̂1 = 0 かつ任意の添え字 k に対し

て B̂1.D̂k = B̂1.Γ̂k = 0 が成り立つ. 以上と
³
B̂1

´2
= 1 より, B̂1 の μ による像は q0, q1,

q∞ 及び o0 を通らない直線である. 実は,
¯̄̄
B̂1

¯̄̄
が μ : Σ[ → P2 を引き起こす. さらに, 双

有理写像 μ ◦ η−1 : P1 × P1 99K P2 及び η ◦ μ−1 : P2 99K P1 × P1 を明白に書き下すこと

ができる.

命題 5. (w0 : w1 : w2) を P2 の斉次座標, (s : t, u : v) を P1 × P1 の斉次座標とする.

w2 − w1 = 0, w0 − w2 = 0 及び w0 − w1 = 0 のそれぞれが定義する P2 上の直線を L0,

L1 及び L∞ とおき,

w0w2 − w2w1 + w1w0 = 0, w1w2 − w2w0 + w0w1 = 0, w2w0 − w0w1 + w1w2 = 0

のそれぞれが定義する 2 次曲線を C0, C1, C∞ とおく. sv − tu = 0 が定義する射影

pr1 : P1 × P1 → P1 の切断を O1 とおき, Γ0, Γ1 及び Γ∞ のそれぞれで t = 0, t− s = 0
及び s = 0 が定義する射影 pr1 のファイバーを表し,

sv2 − 2suv + tu2 = 0, sv2 − tu2 = 0, sv2 − 2tuv + tu2 = 0

が定義する射影 pr2 : P1 × P1 → P1 の切断を D0, D1, D∞ とおく. このとき 3 つの双次

数 4, 5 の斉次多項式

w0 = s(s− t)v(sv2 − tu2)(sv2 − 2tuv + tu2), (2.2)

w1 = st(u− v)(sv2 − 2tuv + tu2)(sv2 − 2suv + tu2), (2.3)

w2 = t(t− s)u(sv2 − 2suv + tu2)(sv2 − tu2) (2.4)

で定義される有理写像 ψ : P1×P1 99K P2 は, P1×P1\(D0∪D1∪D∞∪Γ0∪Γ1∪Γ∞∪O1)
上に制限するとP2 \ (C0 ∪C1 ∪C∞ ∪ L0 ∪ L1 ∪ L∞) への同型写像を与える双有理写像

である. 次の 2 本の 5 次斉次多項式と 2 本の 4 次斉次多項式

s = (w0 − w1)(w2w0 − w0w1 + w1w2)2, t = (w2 − w1)(w0w2 − w2w1 + w1w0)2,
(2.5)

u = w2(w0 − w1)(w2w0 − w0w1 + w1w2), v = w0(w2 − w1)(w0w2 − w2w1 + w1w0)
(2.6)

で定義される有理写像 ϕ : P2 99K P1 × P1 が ψ の逆写像である.

証明. P2 上の 2 直線 L∞, L0 と 2 次曲線 C∞ 及び C0 のそれぞれの定義式へ (2.2),

(2.3), (2.4) を代入すると

w0 − w1 = s(sv2 − 2tuv + tu2)2(sv − tu), w2 − w1 = t(sv2 − 2suv + tu2)2(sv − tu),
w2w0 − w0w1 + w1w2 = st(s− t)(sv2 − 2suv + tu2)2(sv2 − tu2)2(sv2 − 2tuv + tu2),
w0w2 − w2w1 + w1w0 = −st(s− t)(sv2 − 2suv + tu2)(sv2 − tu2)2(sv2 − 2tuv + tu2)2.
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以上を (2.5) の各等式の右辺へ代入すると, (2.5) の第一式の右辺と第二式の右辺の共通

因数は

(sv − tu)s2(s− t)2t2(sv2 − 2suv + tu2)4(sv2 − tu2)4(sv2 − 2tuv + tu2)4

であり, 比は (s : t) である. 同様に (2.6) の各等式の右辺へ代入すると, 第一式の右辺と

第二式の右辺の共通因数は

−(sv − tu)s2(s− t)2t2(sv2 − 2suv + tu2)3(sv2 − tu2)3(sv2 − 2tuv + tu2)3

であり, 比は (u : v) である. よって, P1 × P1 \ (D0 ∪D1 ∪D∞ ∪ Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ∞ ∪O1) 上
に制限すると ϕ ◦ ψ は恒等写像である.

逆に, (2.5) 及び (2.6) のそれぞれで定義される s, t, u, v を (2.2), (2.3), (2.4) の各等式

の右辺へ代入する事で, P2 \ (C0 ∪C1 ∪C∞ ∪L0 ∪L1 ∪L∞) 上に制限すると ψ ◦ ϕ は恒

等写像である事が分かる.

定理 6. X は C 上で定義された非特異有理曲面で, f : X → P1 は相対極小な種数 2 曲

線束とする. さらに f は (V) 型の特異ファイバーを 3 本持つと仮定する. 相対標準写像

Φf : X 99K P1× P1 から自然に P1 × P1 の 2 重被覆が定まる. この分岐因子 B の定義方

程式は, P1 × P1 へ適当な座標変換を施す事で, 次のように表現できる. (w0 : w1 : w2) を

P2 の斉次座標, (s : t, u : v) を P1 × P1 の斉次座標, ψ : P1 × P1 → P2 を命題 5 の双有

理写像とする. このとき αβγ(α + β + γ) 6= 0 をみたす (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗

が存在して,

分岐因子 B は

st(t− s)(sv − tu)ψ∗(αw0 + βw1 + γw2) = 0 (2.7)

で定義される.

逆に, αβγ(α+ β + γ) 6= 0 をみたす任意の (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗

に対して, 方程式 (2.7)

が定める被約因子に沿って分岐する P1 × P1 の有限 2 重被覆をとり, その特異点を標準

的に解消する射の合成を $ : eX → P1 × P1 とおけば, eX は有理的である. 更に, 第 1 射

影 pr1 : P1 × P1 → P1 に対して, 合成 pr1 ◦$ : eX → P1 は種数 2 曲線束である. 相対極

小モデルは 3 点 (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) 上に (V) 型の特異ファイバーをもつ.

証明. 分岐因子 B が (2.7) で定義される必要性は, 命題 5 の前に議論した通りである. 有

限 2 重被覆の基本的な計算と [3, 定理 3] から, 分岐因子 B が (2.7) で定義される事が,

定理 6 の後半のようにして構成される種数 2 曲線束が 3 点 (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) 上に

(V) 型の特異ファイバーをもつ為の十分条件である事が分かる. さらに, Castelnuovo の

有理性判定法を用いて eX が有理曲面であることを確認できる.

系 7. P1 の斉次座標を (s : t), P2 のそれを (w0 : w1 : w2) とおく. αβγ(α+ β + γ) 6= 0
をみたす任意の (α : β : γ) ∈

¡
P2
¢∗

に対して,

(w0 − w1)(w1 − w2)(w2 − w0)(αw0 + βw1 + γw2) = 0
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で定義される四直線に沿って分岐する P2 の有限 2 重被覆をとり, その特異点を標準的

に解消する射の合成を π2 : S2 → P2 とおく. P2 上の点 (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

及び (1 : 1 : 1) のそれぞれを q0, q1, q∞ 及び o0 で表す. o0 の π2 による引き戻し 2Ō2 は

2 重の (−2) 曲線である.

s(w2 − w1)(w0w2 − w2w1 + w1w0)2 − t(w0 − w1)(w2w0 − w0w1 + w1w2)2 (2.8)

が定める P2 上の 5 次曲線のペンシルを π2 で引き戻すと, 2Ō2 を固定成分とする S2 上

のペンシルを得る. 2Ō2 を差し引いたペンシルを Λ2 とおく. q0, q1 及び q∞ を π2 で引

き戻して得られる 3 点が Λ2 の基点である. 3 点を中心とする S2 のブローアップを X,

Λ2 に付随する有理写像の不確定を除去した射を f : X → P1 とおけば, 定理 6 のように

(α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗

に対応して構成される有理曲面の相対極小な種数 2 曲線束に他なら

ない.

定理 2 の証明. P2 の斉次座標を (x : y : z), P3 のそれを (w0 : w1 : w2 : w3) とおく.

αβγ(α+ β + γ) 6= 0 をみたす任意の (α : β : γ) ∈
¡
P2
¢∗

に対して,

w0 = (x− y)xy − γxz2 − βyz2, (2.9)

w1 = (x− y)xy − γxz2 + (α+ γ)yz2, (2.10)

w2 = (x− y)xy + (α+ β)xz2 − βyz2, (2.11)

w3 = (α+ β + γ)z3

が定める有理写像 ψ3 : P2 99K P3 を考察する. このとき

αw0 + βw1 + γw2 = (α+ β + γ)(x− y)xy,
w2 − w1 = (α+ β + γ)(x− y)z2,
w2 − w0 = (α+ β + γ)xz2,

w1 − w0 = (α+ β + γ)yz2,

w3 = (α+ β + γ)z3

であるから P3 における P2 の像 S3 は

(αw0 + βw1 + γw2)w
2
3 = (w0 − w1)(w1 − w2)(w2 − w0)

で定義される三次超曲面である. 点 (0 : 0 : 0 : 1) ∈ S3 からの射影P3 99K P2 を S3 に制

限すると

w23 =
(w0 − w1)(w1 − w2)(w2 − w0)

αw0 + βw1 + γw2

をみたすから, P2 上の四直線

(w0 − w1)(w1 − w2)(w2 − w0)(αw0 + βw1 + γw2) = 0
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上で分岐して, 四直線の外では分岐しない二重被覆を誘引する. 系 7 より, 式 (2.8) へ

(2.9), (2.10)及び (2.11)を代入した後に z2 を除すると, 定理 2のペンシルの定義式 (1.1)

を得る.

命題 5 の前に紹介した μ 及び η と, 命題 5 の ψ 及び ϕ について, ψ = μ ◦ η−1 かつ

ϕ = η ◦μ−1 に他ならない. μ による L0, L1, L∞, C0, C1 及び C∞ のそれぞれの狭義逆像

を Ľ0, Ľ1, Ľ∞, Č0, Č1 及び Č∞ とおく. Ľ0, Ľ1 及び Ľ∞ は Σ[ 上の (−2) 曲線, Č0, Č1

及び Č∞ は (−1) 曲線であり, 異なる添え字 i, j に対して Ľi.Ľj = Ľi.Čj = Či.Čj = 0

かつ Ľ0.Č0 = Ľ1.Č1 = Ľ∞.Č∞ = 1 が成り立つ. 特に, Ľ0, Ľ1 及び Ľ∞ は η で p0, p1 及

び p∞ に縮約され, Č0, Č1 及び Č∞ は p00, p
0
1 及び p0∞ に縮約される. 実は, k = 0, 1,∞

に対して Čk = E0k である. η による Γ0, Γ1, Γ∞, D0, D1, D∞ 及び O1 のそれぞれ

の狭義逆像を Γ̂0, Γ̂1, Γ̂∞, D̂0, D̂1, D̂∞ 及び Ô1 とおく. Γ̂0, Γ̂1 及び Γ̂∞ は Σ[ 上

の (−2) 曲線, D̂0, D̂1, D̂∞ 及び Ô1 は (−1) 曲線であり, 異なる添え字 i, j に対して

Γ̂i.Γ̂j = Γ̂i.D̂j = D̂i.D̂j = 0 が成り立ち, 任意の添え字 k に対して Γ̂k.Ô1 = D̂k.Ô1 = 0

かつ Γ̂k.D̂k = 1 が成り立つ. 特に, Γ̂0, Γ̂1, Γ̂∞ 及び Ô1 は μ で q0, q1, q∞ 及び o0 に縮

約され, D̂0, D̂1 及び D̂∞ は q00, q
0
1 及び q0∞ に縮約される.

Ľ0, Ľ1 及び Ľ∞ のそれぞれと Ô1 の交点を p2, p3 及び p4 とおく. Ľ0, Ľ1 及び Ľ∞
のそれぞれと B̂1 の交点を p125, p136 及び p147 とおく. 6 点 p2, p3, p4, p125, p136 及び

p147 でのブローアップを ς : eΣ→ Σ[ とおく. ς によって p2, p3, p4, p125, p136 及び p147

のそれぞれへ縮約される (−1) 曲線を E2, E3, E4, E125, E136 及び E147 とおく. 全引き

戻しに関しては, 引き戻す前と同じ記号を用いることとする. 例えば, Γ̂0 は 6 点 p2, p3,

p4, p125, p136 及び p147 のいずれも通らないので, ς による Γ̂0 の eΣ への引き戻しも Γ̂0

で表す. B̂1 の ς による狭義逆像 fB1 は (−2) 曲線で,

fB1 ∼ 5∆+ 4Γ− 3E0 − 3E1 − 3E∞ − 2E00 − 2E01 − 2E0∞ − E125 − E136 − E147.
Ľ0, Ľ1, Ľ∞ 及び Ô1 のそれぞれの ς による狭義逆像 fL0, fL1, gL∞ 及び fO1 は (−4) 曲
線で,

fL0 ∼ E0 − E00 − E2 − E125, fL1 ∼ E1 − E01 − E3 − E136,gL∞ ∼ E∞ − E0∞ − E4 − E147, fO1 ∼ ∆+ Γ− E0 − E1 − E∞ − E2 −E3 − E4.
Γ̂0 + Γ̂1 + Γ̂∞ +fB1 +fL0 +fL1 +gL∞ +fO1 に沿って分岐する有限 2 重被覆を eπ : eX → eΣ
とおく. 8 曲線 Γ̂0, Γ̂1, Γ̂∞, fB1, fL0, fL1,gL∞ 及び fO1 の内のどの 2 曲線も互いに交わら

ないから, eX は非特異である. 実は, ピカール数 14 の有理曲面である. eπ∗Γ̂0, eπ∗Γ̂1 及びeπ∗Γ̂∞ はいずれも 2 重の (−1) 曲線であり, それぞれを 2e11, 2e12 及び 2e13 とおく. e11,

e12 及び e13 を縮約する事で, 相対極小な種数 2 曲線束 f : X → P2 を得る.

Č0, Č1 及び Č∞ のそれぞれの ς による狭義逆像を fC0, fC1 及び gC∞ で表す. Č0 が

点 p125 を通るときは fC0 ∼ ς∗Č0 − E125, 点 p125 を通らないときは fC0 = ς∗Č0 である.
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(η ◦ ς)∗Γ0 = Γ̂0 + 2ς∗Č0 + E125 +fL0 + E2 に注意すると, Č0 が点 p125 を通らないなら

ば, 点 (1 : 0) 上の f のファイバーは [5−II∗1−1] 型である. さらに, このとき Č0 が B̂1 と

接するか否かで, [5−II∗1−1(N)] 型と [5−II∗1−1(S)] 型に分かれる. 同様にして, Čk と B̂1

の交わり方から, (V) 型の特異ファイバーのより詳細な種類が判別できる.
¡
P2
¢∗

におけ

る二次曲線 Ck と直線 αw0 + βw1 + γw2 = 0 の配置から, 条件式 λ0,λ1,λ∞, ν0, ν1 及び

ν∞ を得る.

ψ∗ (αw0 + βw1 + γw2) /u
5 の v/u に関する判別式は

−256s10(s− t)10t10 ×
©
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3
∞t

2 −
¡
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3
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3
0
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3
0s
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.

さらに,
©
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3
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2 −
¡
γν2∞λ

3
∞ − βν21λ31 + αν20λ

3
0

¢
st+ αν20λ

3
0s
2
ª
/s2 の t/s に関する判

別式は σξ2ζ3 である. pr1 ◦ η : Σ[ → P1 を B̂1 へ制限して Reimann-Hurwitz の公式を

適用して, 定理 3 のように f の特異ファイバーの本数が分類される.¡
P2
¢∗

において, 3 次曲線 ξ = 0 は直線 λ0 = 0 と点 (4 : −1 : −1) で接して点

(0 : 1 : −1) で横断的に交わる. 3 次曲線 ζ = 0 も直線 λ0 = 0 と点 (4 : −1 : −1) で接

して点 (0 : 1 : −1) で横断的に交わる. 2 直線 λ1 = 0 及び λ∞ = 0 についても同様であ

る. 以上とベズーの定理から, 3 次曲線 ξ = 0 と 3 次曲線 ζ = 0 は 3 点 (4 : −1 : −1),
(1 : −4 : 1), (1 : 1 : −4) で接して, 3 点 (0 : 1 : −1), (1 : 0 : −1), (1 : −1 : 0) で横断的に

交わる. 2次曲線 ν0 = 0と 3次曲線 ξ = 0 は 3点 (4 : −1 : −1), (1 : 0 : −1), (1 : −1 : 0)
で接する. 2 次曲線 ν0 = 0 と 3 次曲線 ζ = 0 は 2 点 (4 : −1 : −1), (0 : 1 : 1) で接して,

2 点 (1 : 0 : −1), (1 : −1 : 0) で横断的に交わる. 2 次曲線 ν1 = 0 及び ν∞ = 0 について

も同様である. また, 直線 σ = 0 は 3 点 (1 : 0 : −1), (1 : −1 : 0), (0 : 1 : −1) を通る. 以

上のような考察から, 定理 3 の II) 及び表 1 を得る.

注釈 8. P2 上の点 (0 : 0 : 1), (1 : 1 : 0), (0 : 1 : 0) 及び (1 : 0 : 0) のそれぞれを P1, P2,

P3 及び P4 とおく. 直線 x− y = 0, x = 0 及び y = 0 のそれぞれを `125, `136 及び `147

で表す. 点 P2 における直線 `125 の傾きに対応する P2 の無限近傍点を P5 とおく. 同様

にして, P3 及び P4 の無限近傍点 P6 及び P7 は直線 `136 及び `147 の傾きに対応させる.

f0 = 0, f1 = 0 及び f∞ = 0 のそれぞれが定義する 5 次曲線を Q0, Q1 及び Q∞ で表す.

P5 のある無限近傍点 P8 において, Q1 と Q∞ は 2 重点をもつ. Q0 も P8 を通るが, Q0

は P8 において非特異である. P6 のある無限近傍点 P9 において, Q∞ と Q0 は 2 重点

をもつ. Q1 も P9 を通るが, Q1 は P9 において非特異である. P7 のある無限近傍点 P10

において, Q0 と Q1 は 2 重点をもつ. Q∞ も P10 を通るが, Q∞ は P10 において非特異

である. (x− y)f0 − α(α+ 2β + 2γ)xyz4 = 0, xf1 + β(2α+ β + 2γ)y(x− y)z4 = 0 及び

yf∞− γ(2α+2β + γ)x(x− y)z4 = 0 のそれぞれが定義する 6 次曲線を S0, S1 及び S∞
とおく. S0 の特異点は, 10 点 P1, P2, . . . , P10 の内で P8 を除く 9 点において 2 重点を

もつ. 同様に, S1 の特異点は 10 点の内で P9 を除く 9 点において 2 重点をもち, S∞ の

それは P10 を除く 9 点において 2 重点をもつ. 式 (1.1) が定める平面 13 次曲線のペン

シルの一般元は, P1 で 5 重点, 9 点 P2, P3, . . . , P10 で 4 重点をもち, 他の点においては
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非特異である. 3 点 P2, P3, P4 の内から 2 点を選び, この 2 点と P1 を中心にクレモナ

変換 τ を施せば, 式 (1.1) が定めるペンシルの像は再びまた 5 重点と九つの 4 重点をも

つ平面 13 次曲線のペンシルを成す. 元のペンシルの基点, 10 点 P1, P2, . . . , P10 を中心

とするブローアップを υ : X → P2 で表せば, τ ◦ υ も f : X → P1 の各ファイバーの像

が平面 13 次曲線のペンシルとなる双有理射である (cf. 系 10).

注釈 9. (α : β : γ) = (4 : −1 : −1) のとき, [1−VIII−3] 型の特異ファイバーに対応して,

Q0 は P2 において `125 と 3 重に接する.

S0, Q0, `125 の X への狭義引き戻しを Ŝ0, Q̂0, ˆ`125 とおく. λ0 6= 0 のとき, Ŝ0 と ˆ`125

は点 (1 : 0) 上の (V) 型の特異ファイバーの既約成分である. λ0 = 0 のとき, Ŝ0 は可約

であるが, Ŝ0 = Q̂0 + ˆ`125 と既約分解され, 点 (1 : 0) 上の (V) 型の特異ファイバーの既

約成分が NS(X) において生成する部分群は, λ0 の値に依存しない. 以上のような議論

と, 塩田 [8] によるモーデル ·ヴェイユ群の基本定理から, 定理 4 が従う.

系 10. X を非特異有理曲面, f : X → P1 を相対極小な種数 2 曲線束とする. f は P1 上

の 3 点 (1 : 0), (1 : 1), (0 : 1) の上に (V) 型の特異ファイバーをもつと仮定する. 定理 2

の式 (1.1) が定める平面 13 次曲線のペンシルを与える双有理射を υ : X → P2 とおく.

P2 上の 10 点 P1, P2, . . . , P10 は注釈 8 の通りとする. 3 点 P1, P3 及び P4 を中心とす

るクレモナ変換を τ2 : P2 99K P2[2] で表し, 3 点 P1, P2 及び P4 を中心とするクレモナ変

換を τ3 : P2 99K P2[3], 同じく 3 点 P1, P2 及び P3 を中心とする其れを τ4 : P2 99K P2[4]
とおく. このとき, f : X → P1 の各ファイバーの像が平面 13 次曲線のペンシルを成す

ような X から射影平面への双有理射は, υ : X → P2 及び i = 2, 3, 4 に対して定まる

τi ◦ υ : X → P2[i] の丁度 4 種類である.

証明. 定理 1 より, 平面 13 次曲線のペンシルを成すような X から射影平面への双有

理射は, 10 本の (−1) 曲線を縮約する. そして, 10 本の内で 9 本の (−1) 曲線は f の

ファイバーと 4 点で交わり, 対応するペンシルの 9 個の基点で F の像は 4 重点をもつ.

υ : X → P2 によって点 Pi へ縮約される (−1) 曲線の X への全引き戻しを ei で表し,

P2 上の直線の全引き戻しを ` とおく. F ∼ −4KX + (` − e1) であるから, f のファイ

バーと 4 点で交わる (−1) 曲線は, |`− e1| に付随する線織構造 Φ|`−e1| の退化ファイバー

の既約成分である. 退化ファイバーは (`− e1 − e2 − e5) + (e2 − e5) + 2(e5 − e8) + 2e8,
(`−e1−e3−e6)+(e3−e6)+2(e6−e9)+2e9, (`−e1−e4−e7)+(e4−e7)+2(e7−e10)+2e10
の 3 本で, 双対グラフは D3+1 型である ([5, 系 2.3]). 退化ファイバーの既約成分の配置

から, 目的の双有理射は 6 本の (−1) 曲線 e10, e9, . . . , e5 を必ず縮約する. それら 6 本

の (−1) 曲線を縮約する双有理射を υ6 : X → X6 とおく. υ6 による (`− e1 − e2) + e2,
(`− e1 − e3) + e3, (`− e1 − e4) + e4 の像がΦ|υ6(`−e1)| : X6 → P1 の退化ファイバーを形

成する. 目的の双有理射を得る為には更に, 残る各退化ファイバーの 2 つの成分の内で片

一方ずつを選んで, 3 本の (−1) 曲線を縮約する必要がある. 以上 9 本の (−1) 曲線を縮

約した後には, Φ|`−e1| : X → P1 の相対極小モデル Σd = P (OP1 ⊕OP1(d)) が得られる.
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Σ1 に辿り着くような 3 本の適当な (−1) 曲線を見つけたい. 以降, 地道に場合分けして

確かめる.

υ6 : X → X6 の後に e2, e3, e4 の像は, 互いに交わらない 3 本の (−1) 曲線を成す. こ

れら 3 本の (−1) 曲線を縮約すると, e1 の像が極小切断である Φ|`−e1| の相対極小モデル

Σ1 を得る. したがって, X から射影平面への双有理射は, 9 本の (−1) 曲線 e10, e9, . . . , e2

を縮約するならば, υ : X → P2 に他ならない.

3 本の (−1) 曲線 e2, e3, e4 の内で丁度 2 本の (−1) 曲線を縮約する場合に着目する.

例えば, e2 と e3 を縮約するとき, 目的の双有理射を得る為には `− e1− e4− e7 を縮約す

る事が必要である. このとき f の (−2) 切断 (O) ∼ `− e2 − e3 − e4 及び e1 の像が極小

切断であるような Φ|`−e1| の相対極小モデル Σ0 を得る. e3 または e2 の一方のみを縮約

しないときも同様である. したがって, X から射影平面への双有理射は, 3 本の (−1) 曲
線 e2, e3, e4 の内で丁度 2 本の (−1) 曲線を縮約する4 ならば, F の像の次数は 14 以上

である.

3本の (−1)曲線 e2, e3, e4 の内で丁度 1本の (−1)曲線を縮約する場合に着目する. 例

えば, e2 を縮約するとき, 目的の双有理射を得る為には, `−e1−e3−e6 と `−e1−e4−e7
を縮約する事が必要である. このとき (O) の像が極小切断であるような Φ|`−e1| の相対極

小モデル Σ1 を得る. さらに極小切断を縮約する事で, X から射影平面への双有理射が得

られる. この双有理射は υ と比較すると, e1, e3 及び e4 の代わりに (O), `− e1 − e3 − e6
及び ` − e1 − e4 − e7 を縮約しているから, τ2 ◦ υ : X → P2[2] に他ならない. このとき,

f : X → P1 の各ファイバーの像が平面 13 次曲線のペンシルを成す事が, 交点数の計算

から分かる. e3 及び e4 のそれぞれを縮約するときも同様に, 双有理射 τ3 ◦ υ : X → P2[3]
及び τ4 ◦ υ : X → P2[4] を得て, いずれも f : X → P1 の各ファイバーの像は平面 13 次曲

線のペンシルを成す.

3 本の (−1) 曲線 e2, e3, e4 のいずれも縮約しない場合に着目する. 目的の双有理射を

得る為には, `− e1 − e2 − e5, `− e1 − e3 − e6, `− e1 − e4 − e7 を縮約する事が必要であ

る. このとき (O) の像が極小切断であるような Φ|`−e1| の相対極小モデル Σ2 を得る. し

たがって, F の像が平面 13 次曲線となるような X から射影平面への双有理射は, この

場合は存在しない.
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On the non-smoothmess of Hilbert schemes of points for

monomial plane curves

渡利 正弘 (津山工業高等専門学校)

1 点のヒルベルトスキーム

基礎体 kを標数 0の代数閉体とする．次のパラメータ表示で与えられる，単項曲線 C を考える．

x = tn, y = tm (gcd(n,m) = 1). (1)

この曲線 C に対して，

Hr := {I| I は k[tn, tm]のイデアルで dimk k[t
n, tm] = r}

を r点のヒルベルトスキームと呼ぶ．このHr の特異点の有無を調べたい．なぜこのようなことを

考えるのか、以下で説明する。

X を準代数多様体とする．r次対称群 Sn に対して

X(r) := Xr/Sr

をX の r重対称積という．またこのようなX に対して r点のヒルベルトスキームHr を定義する

ことができ，Hr と r重対称積X(r) の間にはヒルベルト・チャウ射と呼ばれる射

φr : Hr → X(r)

が自然に存在する．

点のヒルベルトスキームと r重対称積に関して、以下の事実が知られている．

定理 1 (Fogarty, [1]). X を連結な非特異曲面とし，X に付随する r点のヒルベルトスキームHr

は連結で非特異である．

定理 2. (i) X が非特異な曲線な場合，r重対称積X(r) は非特異で次元が nの代数多様体である．

(ii) X が非特異で dimX ≥ 2であれば，X(r) は特異点を持つ．

定理 1，定理 2の (i)より，次が成り立つ．

系 3. 非特異曲面X に対して，ヒルベルト・チャウ射 φr はX(r) の特異点解消を与える．

X が特異点を持つ曲線の場合に、“Hr が非特異ならば，r重対称積X(r)の特異点解消が得られ

るのではないか？” というのが今回の出発点であった．このことに関して，津山シンポジュウムで

は k[t2, t3]に付随するH2 について発表した．その後の研究で，以下のことを示すことができた．

定理 4. 任意の単項曲線X = Spec k[tn, tm]に対して，Hr は特異点を持つ．

証明は Haiman ([2])による X = Spec k[x, y]に対してのHr が非特異であることの証明と同様

の議論を用いる．
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線織面X上の ]極小曲線Cの分類

松田　修（津山高専）

1 はじめに

X を不正則数 q(X) ≥ 1の極小な線織面で，Cを S上の既約曲線とする．X はP1 バン

ドルの構造を持つ．このとき，P1バンドルX → Bでの底曲線Bの種数 g(B)は q(X)に

一致する．また，P1 バンドルX → B の切断 Γの中には自交点数 Γ2 が最小となるもの

が存在し，それを Γ∞で表す．ここで，b = −Γ∞をX の次数と呼んで，degX = bと書

く．b ≥ −qである．X 上の既約曲線 C を考えると，C ≡ σΓ∞ + eFu なる数値的関係が

ある．ここで，Fu はP1 バンドル Φ : X → Bの一般ファイバーである．(σ, e)を C の次

数という．C の次数 (σ, e)と C の特異点の最大重複度 ν1 を用い，不等式 σ ≥ 2ν1 を満た

す対 (X,C)を ]極小対と呼び，(X], C])と書く [I]．また単に C] を ]極小曲線という．

b̃ = 2e − σbとおく．C は既約であるので，b̃ ≥ 0である．対 (X,C)と (X1, C1)が C

上の点を中心とするいくつかの基本変換によって移りあうとき，(X,C)
e.t∼ (X1, C1)と書

く．特に，]極小対 (X], C])の b̃を b̃] とすると，b̃] = min{b̃ | (X,C) e.t∼ (X], C])} である

[Ma2]．

]極小対 (X], C])について，C]の ν重点以上の特異点を最短で解消して得られる曲線を

Dν，曲面を Sν とすると，対 (Sν ,Dν)が得られる．ここで，Pm,a[Dν ] (m ≥ a ≥ 1)を，完

備線形系 |mKν + aDν |の次元とする．すなわち，Pm,a[Dν ] = dim|mKν + aDν |+ 1を定

義する．Kν は Sν の標準因子である．

ところで，Sを不正則数 q(X) ≥ 1の非特異線織面，Dを S上の非特異代数曲線とする

と，Pm,a[D] = dim|mKS + aD| + 1は対の双有理不変量である．また, κ(S,KS +D)も

双有理不変量であり，これを κ[D]と書く．さらに，アルバネーゼ写像 α : S → Alb(S)か

ら得られる α : S → α(S)を考えると，B = α(S)は g(B) = q(S)を持つ非特異代数曲線

であり，α : S → α(S)の一般ファイバー F とDとの交点数D.F を σ(D)と置くと，これ

も双有理不変量である．(S,D)の分類に関しては，(S,D)が相対的対が重要である．それ

は，Dと任意の (−1)曲線Eとの交点数D.Eが 2以上であるものと定義される [I1]．そし

て，κ[D] ≥ 0である相対的対 (S,D)に関して，σ ≥ 2である ]極小対 (X], C])が存在し，

(S,D)は C] の特異点の最小非特異化から得られる [Ma]．このとき，σ(D) = σでもある．

さて，アティヤー [At]や諏訪 [Sw]の研究結果を使うことで，κ[D] ≤ 1の対 (S,D)構造

は詳細に調べられた [Ma]．また，Cの最小非特異化から得られる対 (S,D)が κ[D] = 2で

あるならば σ(D) ≥ 3である．このとき，σ(D) = 3であることと P2,1[D] = 0は同値であ

る [Ma2].

本論文では，σ ≥ 4である ]極小対 (X], C])を Pm,a[Dν ]で研究する．主定理は以下のと

おりである．
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主定理. ν ≥ 2である自然数 ν を固定する．σ ≥ 2ν ならば，以下の (1),(2),(3)が成り

立つ．

(1) (νKν +Dν)
2 ≥ 0. 特に，(νKν +Dν)

2 ⇐⇒ σ = 2ν.

(2) σ ≥ 2ν + 1とする．このとき，σ = 2ν + 1⇐⇒ Pν+1,1[Dν ] = 0.

(3) σ ≥ 2ν +2 ならば，Pν,1[Dν ] ≤ 3Pν+1,1[Dν ]− 6q̄. 等号は σ = 2ν +2かつ ν1 ≤ νに

限る．ここで，q̄ = q(X)− 1である．

2 Pν+1,1[Dν]の公式

以下において，ν ≥ 2である自然数 ν を固定し，σ ≥ 2ν をつねに仮定する．

命題１. |σKν + 2Dν | 6= φ．

[証明] [Ma]において |σKS + 2D| 6= φが示されており，それより得られる．（証明終）

命題２. (Sν , Dν)は，Sν 上の任意の (−1)曲線Eに対してDν .E ≥ σ/2となる．

[証明] Eを Sν 上の任意の (−1)曲線とすると，E 6= Dν であるので，(σKν +2Dν).E =

−σ + 2Dν .E ≥ 0である．したがって，Dν .E ≥ σ/2. （証明終）

命題３. σ ≥ 2ν ≥ 2nをもつDν と自然数 nについて，2nḡν ≥ (n− 1)D2ν が成り立つ．

ここで，ḡν = (Kν +Dν).Dν/2である．

[証明] n = 1のときは明らかなので，n ≥ 2とする．|σKν + 2Dν | 6= φより，(σKν +

2Dν).Dν ≥ 0である．したがって，2σḡν ≥ (σ − 2)D2ν . これより，

2ḡν ≥
σ − 2
σ

D2ν ≥
2n− 2
n

D2ν .

したがって，証明された．（証明終）

命題４. 命題３と同じ仮定のもとで，nKν +Dν はネフである.

[証明] (nKν+Dν).A < 0となる既約曲線が存在したと仮定しよう．もし，A = Dν であ

るならば，命題２より，(nKν +Dν).Dν = 2nḡν − (n− 1)D2ν ≥ 0 であるので，仮定に矛盾

する．D 6= Aとする．このとき，D.A ≥ 0である．F を |σKν+2Dν |からとる．このとき，

σ((n+1)Kν+Dν) ∼ (n+1)F +(σ−4)Dν である．したがって，A.F < 0，そしてA2 < 0

を得る．(nKν +Dν).A < 0より，nKν .A < −Dν .A ≤ 0である．よって，Aは (−1)曲線

であり，Dν .A ≤ n − 1である．ところが，この結果は命題２の不等式Dν .A ≥ σ/2 ≥ n
に矛盾する．（証明終）

命題５. νKν +Dν がビッグならば

Pν+1,1[Dν ] = h
0((ν + 1)Kν +Dν) =

((ν + 1)Kν +Dν)(νKν +Dν)

2
− q̄

[証明] νKν+Dν がネフでビッグであることから，消滅定理より，h1((ν+1)Kν+Dν) =

h1(−(νKν +Dν)) = 0，h
2((ν + 1)Kν +Dν) = h

0(−(νKν +Dν)) = 0 である。したがっ

て，リーマン・ロッホの定理より，命題５が成り立つ。（証明終）
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(X], C])を σ ≥ 4である ]極小対とし，(Sν ,Dν)を C] の ν 重点以上の特異点の最短解

消 μ : Sν → X] から得られる対とする．このとき，

Kν ∼ μ∗(K0) +
X
νj≥ν

Ej ,

Dν ∼ μ∗(C]) +
X
νj≥ν

νjEj

である．ここで，∼は線形同値を意味し，プルバックの記号はすべて省略した．Ej は (−1)
曲線である．また，K0はX]の標準因子であり，K0 ≡ −2Γ∞ − (b− 2q̄)Fuである．した

がって，

νKν +Dν ≡ (σ − 2ν)Γ∞ + (e− νb+ 2νq̄)Fu −
X
νj≥ν

(νj − ν)Ej . (2.1)

命題６. νKν +Dν がビッグならば，

2Pν+1,1[Dν ] = (σ − 2ν − 1)(b̃] + (4ν + 2)q̄)−
X
νj≥ν

(νj − ν − 1)(νj − ν). (2.2)

[証明] 命題５と (2.1)より示される．（証明終）

命題７. σ ≥ 4ならば，以下の (1),(2),(3)が成り立つ．

(1) (2K2 +D2)
2 ≥ 0. 特に，(2K2 +D2)

2 ⇐⇒ σ = 4.

(2) σ ≥ 5とする．このとき，σ = 5⇐⇒ P3,1[D2] = 0.

(3) σ ≥ 6 ならば，P2,1[D2] ≤ 3P3,1[D2]− 6q̄. 等号は σ = 6かつ ν1 ≤ 2に限る．

[証明] [Ma3]を見よ．（証明終）

3 主定理の証明

主定理を数学的帰納法で証明しよう．ν = 2のときは，命題７より成り立つ．ν ≥ 3の
場合において，ν まで成立していると仮定する．

まず (1)を示す．ν 0 = ν + 1とする．帰納法の仮定より，σ ≥ 2ν 0 = 2ν + 2のとき，

Pν0,1[Dν0 ] > 0，すなわち，|ν 0Kν0 +Dν0 | 6= φである．さらに，命題４より，ν 0Kν0 +Dν0

はネフである．したがって，(ν 0Kν0 +Dν0)
2 ≥ 0である．一方，

ν0Kν0 +Dν0 ≡ (σ − 2ν0)Γ∞ + (e− ν 0b+ 2ν 0q̄)Fu −
X
νj≥ν0

(νj − ν0)Ej (3.1)

であることから，

(ν 0Kν0 +Dν0)
2 = (σ − 2ν0)(b̃] + 4ν0q̄)−

X
νj≥ν0

(νj − ν0)2 (3.2)
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が得られる．これより，σ = 2ν 0であれば (ν 0Kν0+Dν0)
2 = 0である．逆に，(ν 0Kν0+Dν0)

2 =

0を仮定しよう．

|(ν0 − 1)(σKν0 + 2Dν0)| = |(σ − 2)(ν0Kν0 +Dν0)− (σ − 2ν 0)(Kν0 +Dν0)| 6= φ

であることと ν0Kν0 +Dν0 がネフであることから，

0 ≤ (ν0 − 1)(σKν0 + 2Dν0).(ν
0Kν0 +Dν0) = −(σ − 2ν 0)(Kν0 +Dν0).(ν

0Kν0 +Dν0) ≤ 0

を得る．もし，(Kν0+Dν0).(ν
0Kν0+Dν0) = 0であれば，Kν0+Dν0 はネフかつビッグであるの

で，ホッジの指数定理よりν 0Kν0+Dν0 ≡ 0である．よって，(ν 0Kν0+Dν0).Ej = (νj−ν0) = 0
より νj ≤ ν 0 である．したがって，(3.2)より σ = 2ν0 である．

次に (3)を示す．σ ≥ 2ν0 + 2は σ ≥ 2ν + 4 > 2ν + 2でもあるので，帰納法の仮定によ

り ν 0Kν0 +Dν0 はネフでビッグである．したがって，命題６より，

Pν0,1[Dν0 ] + Pν0+1,1[Dν0 ]

= (σ − 2ν0)(b̃] + 4ν0q̄)− 2q̄ −
X
νj≥ν

(νj − ν0 − 1)2

= (σ − 2ν0)(b̃] + (4ν 0 + 2)q̄)− 2(σ − 2ν0 + 1)q̄ −
X
νj≥ν0

(νj − ν 0 − 1)2. (3.3)

再び命題６の等式 (2.2)より，

Pν0,1[Dν0 ] = (σ − 2ν0)
(
2Pν0+1,1[Dν0 ] +

P
νj≥ν0(νj − ν0 − 1)(νj − ν0)

σ − 2ν0 − 1

)
−2(σ − 2ν 0 + 1)q̄ −

X
νj≥ν0

(νj − ν0 − 1)2

=

µ
σ − 2ν0 + 1
σ − 2ν0 − 1

¶
Pν0+1,1[Dν0 ]− 2(σ − 2ν 0 + 1))q̄

−
P

νj≥ν0(σ − νj − ν 0)(νj − ν0)
σ − 2ν 0 − 1 . (3.4)

σ ≥ 2ν0 + 2と ]-極小条件 σ ≥ 2ν1 より

Pν0,1[Dν0 ] ≤ 3Pν0+1,1[Dν0 ]− 6q̄ (3.5)

が示された．特に (3.4)より，σ = 2ν0+2かつ ν1 ≤ ν 0であればPν0,1[Dν0 ] = 3Pν0+1,1[Dν0 ]−
6q̄である．逆に，Pν0,1[Dν0 ] = 3Pν0+1,1[Dν0 ]−6q̄を仮定する．このとき，(3.4)より νj ≤ ν0

である．もしσ ≥ 2ν0+3であれば，(3.4)より，Pν0,1[Dν0 ] ≤ 2Pν0+1,1[Dν0 ]−8q̄であるので，

Pν0+1,1[Dν0 ] ≤ −2q̄となり，Pν0+1,1[Dν0 ] = 0を得る．よって，(3.4))より Pν0,1[Dν0 ] = 0

であるが，これは Pν0,1[Dν0 ] > 0に反する．したがって σ = 2ν0 + 2である．これで (3)が

示された．

最後に，(2)を示す．σ ≥ 2ν0 + 1の場合の帰納法の仮定は，Pν0,1[Dν0 ] > 0であること

に注意する．Pν0+1,1[Dν0 ] = 0を仮定する．もし，σ > 2ν0 + 1であるならば，(3)より

Pν0,1[D] = 0となり，帰納法の仮定 Pν0,1[Dν0 ] > 0に反する．したがって σ = 2ν 0 + 1で
ある．逆に，σ = 2ν0 + 1を仮定すると，]-極小条件 σ ≥ 2ν1 より，ν1 ≤ ν0 であり，等式

(2.2)より Pν0+1,1[Dν0 ] = 0である．これで (2)は証明された．
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『対称群における置換の転倒数によるあみだくじの簡略化の研究』 

塩谷 祈（広尾学園高等学校 2年） 

指導教官：堀内 陽介，内田 広子（広尾学園） 

１． はじめに 

２． あみだくじと対称群の関係 

３． 転倒数と必要最低限の隣接互換の数は等しい 

４． まとめ 

【要旨】 

あみだくじは行き先が決して重ならない．このことは，縦線の本数を決めておくと，無

数に横線を引くことができるのにもかかわらず結果は縦線の本数分の階乗通りしかないこ

とを意味している．つまり，ひとつのあみだくじの結果に対し，横線の本数が異なるもの

があり，その中で最も横線の本数が少ないものを見つけることができる．この論文ではあ

みだくじをその最も簡略化された形まで変形する方法を求めるために，具体的に何本省略

可能かを知ることを目的とする．

あみだくじは対称群の構造をもつ．あみだくじの各々は置換である．置換は互換の積で

あり，互換は隣接互換の積である．隣接互換はあみだくじでは横線であるから，最も少な

い隣接互換で表されたときが，その置換を表すあみだくじの最も簡略化された形である．

このとき，隣接互換による置換への影響として，「転倒」がある．転倒が起こっている回数

を転倒数とし，置換を表すのに必要な隣接互換の個数とその置換の転倒数の値は等しい．

つまり，転倒数を知ることで最も簡略化された形まで減らせる横線の本数がわかる．
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１． はじめに 

対称群を学んでいるとき，あみだくじを使った例がでてくる．あみだくじを辿ることな

く結果を知る方法はないのか？という素朴な疑問から，「あみだくじの簡略化」というアイ

デアに辿りついた．以下，あみだくじでは縦線の本数は固定して考えるものとする．

あみだくじを辿ると，行き先が重なることはないことに気付く．あみだくじには横線をい

くらでも引くことができることから，このことはあみだくじには横線の本数が異なるが結

果が同じになるものが存在することを意味している．あみだくじを同じ結果となる横線の

本数がより少ないものへ変形することを「あみだくじの簡略化」ということにする．

この論文では，「あみだくじの簡略化」そのものではなく，辿ることで同じ結果を得るあ

みだくじの中で，もっとも横線が少ないものの横線は何本なのかについて考察した．結果

はよく知られているものであるが，縦線が n本であるあみだくじの横線の最小本数を，n次

対称群の「置換の転倒数」を用いて考えている点が注目すべき点であると思われる．

２．あみだくじと対称群の関係 

ここで扱うあみだくじを，各縦線の先端と末尾に左から順に自然数を 1 から並べ『縦線

の先端をスタートし，横線にあたると必ず横線に進み，縦線にあたると再び縦線を降りる，

という動作を縦線の末尾にたどり着くまで行い，着いた地点の数字を結果とする．この動

作を各々の縦線で行う』ものとする．また，例えば 1 がこの操作で 3 に辿りついたとき，「1

が 3 になった」と表現することにする．縦線の本数が n本のあみだくじを「n次のあみだく

じ」と呼ぶことにする．

例． 1 2 3 4

1 2 3 4
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この 4 次のあみだくじを辿ると，1 は 3 に，2 は 1 に，3 は 4 に，4 は 2 になることが分

かる．これは，数の並び 1234 が 3142 に変換されたと見ることができる．これら 1～4 の

並べ替え一つ一つを 4 次の置換と呼び，これは 4 次対称群の元である．また，例の置換を，

上段に辿る前，下段にその結果を対応させて ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2413
4321

と表すことにし、これを置換の

行列表記という．この表記からもわかるように，4 次のあみだくじの結果はすべて 1，2，3，

4 の順列である．したがって 4 次のあみだくじは多くとも全部で 244 =! 通りしかないこと

が分かる．

次に，n次の置換の中で，隣接互換と呼ばれる置換を考える．1 と 2 のみを入れ替え，そ

れ以外の数字はそのままとなるような置換を 1s ，2 と 3 のみを入れ替え，それ以外の数字は

そのままであるような置換を 2s ，同様に is ( )11 −≤≤ ni を「i と 1+i のみを入れ替え，そ

れ以外はそのままである置換」と定め，これを隣接互換という．4 次のあみだくじを例とし

て， 1s ， 2s ， 3s はそれぞれ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3421
4321
4231
4321
4312
4321

3

2

1

s

s

s

という置換である．これらはあみだくじの横線に対応する置換である

ここで，n 次対称群は 1～n までの自然数の置換の集合である．n 次のあみだくじは n 次

の置換を表すが，すべての n 次の置換を n 次のあみだくじは表せるのであろうか？あみだ

くじは，上から順に「隣同士の数の入れ替え」を繰り返し結果に至る．隣同士の入れ替え

のみですべての置換を表すことができれば，すべての置換に対して対応するあみだくじの

存在が示される．これについては，本論文では証明は割愛するが，次の定理が知られてい

る．
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定理１ 

n次対称群 nS において，すべての置換は共通文字のない巡回置換の積で表すことができる． 

更に，2 つの数字(隣同士とは限らない)のみを入れ替える置換を「互換」と呼び，次も正し

い．

定理２ 

n次対称群 nS において，巡回置換は互換の積で表すことができる．

また，次も直ちに示される． 

定理３ 

n次対称群 nS において，互換は隣接互換の積で表すことができる．

これらの積は対称群の中での積であるから，写像の合成であることに注意されたい．定

理１～３より，すべての置換は隣接互換の積で表せることが示される．したがってすべて

の置換はあみだくじで表現可能である．特に恒等置換を表すあみだくじは横線の一本もな

いあみだくじに相当するものであり，更に，各あみだくじの上下をひっくり返したものが

その置換の逆元を表すあみだくじ，また，置換の合成は，あみだくじを上下に繋げること

になる．よって，この意味で n次のあみだくじ全体の集合は n次対称群と同型な群をなす． 

ここで隣接互換の性質について述べておこう．隣接互換について次のことが成り立つ．

写像の合成は右から順に考えるので，あみだくじで表す場合は，一番右があみだくじの一

番上の横線である．
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定理４  

次が成り立つ 

(1) ess ii =  ( )1321 −= ni ,,,,  (eは恒等置換)

(2) 111 +++ = iiiiii ssssss  ( )1321 −= ni ,,,,

(3) ijji ssss =   ( )2≥− ji

これらをあみだくじで表現すると以下のようになる．

(1) 

(2) 

(3) 

については， 1s ， 3s のどちらを先に辿ってもかま 

わない

これらの性質を用いれば，あみだくじの横線を減らすことができる．これを用いてあみだ

くじは簡略化できる．

1 2 3 4

1 2 3 4

＝
2s

1 2 3 4

1 2 3 4

1s
2s

1s

1 2 3 4

1 2 3 4

2s
1s

1 2 3 4

1 2 3 4

3s1s

＝

1 2 3 4

1 2 3 4

1s

1s
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３．転倒数と必要最低限の隣接互換の数は等しい 

ここからが本論文の主題である．ここで「転倒」という概念を導入する．置換に対し，

例えば 4次対称群の恒等置換 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4321
4321

e に対し，1s を合成すると ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4312
4321

1es と

なる．このとき，横線が一本もないあみだくじに，1 と 2 の間に 1 本横線を引いたことにな

るが，これによって上段では 1 < 2 であった部分では，変換後 2 > 1 と左右の大小関係が変

化している．横線(隣接互換)により変化するのは本質的に左右の大小である．この事実に着

目し，あみだくじの横線の本数について考察する．

,nS∈σ に対して次の集合を定め，σの転倒集合と呼ぶことにする． 

{ })()(|),()Inv( jijiji σσσ ><= かつ  

すなわち，変換前と後で大小関係が逆転している自然数の組の集合を )(σInv とする．更に

この集合の位数を )(σinv と表す．すなわち 

{ })()(|),()inv( jijiji σσσ ><= かつ

とする．この値をσの転倒数と呼ぶことにする．この値が隣接互換の個数に関わっている．

nS∈σ について )inv(σ には次のほとんど自明な性質が成り立つ． 

定理５ 

nS∈σ について，

(1) 0=)inv(σ ⇔ e=σ

(2) )inv()inv( 1−= σσ

(3) 11 −=⇒+> )inv()inv()()( σσσσ isii

(4) 11 +=⇒+< )inv()inv()()( σσσσ isii
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更に， nS∈σ について，σ を表すのに必要最低限の隣接互換の数を )(σl とする．これがσ

を表すあみだくじに必要十分な横線の本数である． )(σl をσ の長さ(length)という．σ を

表す隣接互換の積の表現は，長さは決定するが，使われる隣接互換や積の順序などは色々

ある。

次の定理が本論文の主張である．

定理６  

nS∈σ について， )inv()( σσ =l が成り立つ

Proof.  { }11 −≤≤= niS iσ とする． t=)inv(σ とおく．

まず， )inv()( σσ ≤l を示す．それには，σ が )inv(σ 個の S の元の積で表せることを示せば

よい．これについて tについての数学的帰納法で示す． 

0=)inv(σ のとき，定理５(1)より e=σ でありこのとき ( ) ( ) 0== ell σ であるから正しい．

1≥t として 1−t まで正しいとする．このとき ( ) ( )1+> ii σσ となる自然数 iが 11 −≤≤ ni か

らとれる．このとき，定理５(3)より ( ) ( ) 11 −=−= tsi σσ invinv である．帰納法の仮定から，

1α ， 2α ，…， 1−tα S∈ で 121 −= tis ααασ となるものがとれる．両辺に右から is をかけて

it s121 −= ααασ を得る．よって，σ は )inv(σ 個の S の元の積で表せることが示された．

したがって

)inv()( σσ ≤l …① 

である．

次に， )inv()( σσ ≥l を示す． 

tl =)(σ ， tααασ 21= （ 1α ， 2α ，…， tα S∈ ）とする．このとき，定理５(3)(4)より， 

=)inv(σ ( ) =tααα 21inv ( ) =±− 1121 tαααinv ( ) =±±− 11221 tαααinv …

( ) =±±±±= 1111einv ( )σlt =≤±±±± 11110  
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したがって，

)inv()( σσ ≥l …② 

も成り立つ．①，②より )inv()( σσ =l が成り立つ □ 

これで，n次のあみだくじの表すのに必要最低限の横線の本数は，そのあみだくじが表す置

換の転倒数に等しいことが示された．

４．まとめ

n次のあみだくじについて，置換 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

121
121

nn
nn

σ

を表すとき転倒数が最大になるので，必要最低限な横線の本数はこのときが最大である．

この置換σ について， 

( ) ( )nn 1
2
1

−=σinv

であるから，任意のｎ次のあみだくじは
2

1)( +nn
本以下の横線で表すことができることが分

かった．あみだくじについて必要最低限の横線の本数は，そのあみだくじの表す置換の転

倒数を数えればわかる．このことから，あと何本横線を消すことができるのか知ることが

できる．このことは，あみだくじの簡略化を考える上でも大きな前進であると考えられる．
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複素ピタゴラス数の構造について 

橘 智子 （津山高専,情報工学科 3 年） 

1. はじめに

私は昨年度「虚数の整数の研究―偶奇性を使った魅力的応用の創造―」(JSEC2011)において複素ピタ

ゴラス数の研究を始めた．その研究を始めるきっかけとなったのは，魅力的な行列との出会いである．

その行列は小林(2008)[Ko]の本に示されていたピタゴラス変換行列 

1 2 2
2 1 2
2 2 3

P
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

である．このピタゴラス変換行列は

3
4
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

というただ一つのピタゴラス数からすべてのピタゴラス数を生

み出すことができる行列である．この行列 P が発見されたのは50年位前であると言われている([Pt]参照)．
私はこの行列 P に魅力を感じ，ピタゴラス数の世界にとても興味を持った． 
昨年度の研究では，自分の知識不足から自然数でのピタゴラス数変換行列 P を用いて複素ピタゴラス

数の構造を研究した．しかし，行列 P は自然数の世界を扱うものであったために複素ピタゴラス数の構

造を解明するに至ることができなかった．

今年度の研究では，複素数の勉強をやりなおし，複素ピタゴラス数の構造を解明するために自然数で

のピタゴラス数変換行列 P に代わる複素ピタゴラス数のための変換行列を研究し，そこから新たに複素

ピタゴラス数の構造研究を行おうと考えた．そして，昨年度とは全く異なる研究に着手することができ

た．

2. 今年度の研究結果の概要

今年度の私の第一の研究は，自然数における行列 P に対応する複素ピタゴラス数変換行列 G
(generated matrix)を複素ピタゴラス数のパラメータからつくることであった．複素ピタゴラス数のパラ

メータについては J.T.Cross(1986)の論文[Cr]に示されていた．この論文から既約な複素ピタゴラス数の

パラメータが分かった．この結果を利用して，複素ピタゴラス数の変換行列

1 2 2
2 1 2
2 2 3

G
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠  

を発見することができた．

第二の研究は，行列G を用いて自然数における

3
4
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

に対応する複素ピタゴラス数，origin の存在研究
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多くの数値

た．複素ピ

造について新
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3. 複素ピタ

複素ピタ

2 2 2a b c+ =

複素ピタゴ

第一象限と
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4. 自然数の

全ての

最初に
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5

⎛
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⎜
⎜
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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行列も同じ

最終的に

3
4
5

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ぶことにした

5. 複素ピタ

複素ピタ

論文[Cr]に示

a
b
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

を既

と表される．

が (1 )i+ の倍

以下に，変

（ステップ

11 2
0 1

−−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P であるた

3
4
5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

というピ

た．

タゴラス変換

ゴラス数の変

示されていた

既約な複素

．ただし，v
倍数であると

変換行列G

プ 1） 自然

1 2
0 1

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

め，どんな

タゴラス数

換行列G につ

変換行列はパ

た．

ピタゴラス数

2(va =

vとwは両方

ときのことで

の構成法の概

然数の場合の

でありdet ⎛⎜
⎝

ピタゴラス数

にたどりつ

ついて 

パラメータか

数とすると，

2 2 ) ,
2

w+
　

方とも奇数か

であり，奇数

概略を示す．

のパラメータ

1 2
0 1

−⎛ ⎞
= −⎟−⎝ ⎠
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（ステップ 2）次の複素ピタゴラス数のパラメータ変換を考える． 
1

1
v i i v
w i i w
′ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
　 ＝

ここで，

11 1
1 1

i i i i
i i i i

−− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

であり，
1

det 1
1

i i
i i

−⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

である．

（ステップ 3）
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z
G x y z

x y z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

とおき，さらに

a a
b G b
c c

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

とする．ここでのG とはG での変換後，さらに出てきた各成分の実数成分を正にする操作を表す． 
（ステップ 4）  ,   ,  a b c′ ′ ′をステップ 2 を使い ,  v wで表し，さらにステップ 3 を計算することで，以下

の行列が得られる．

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 2
2 1 2
2 2 3

x y z
x y z
x y z

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(構成終) 

複素ピタゴラス数の変換行列G は自然数のピタゴラス数変換行列 P と比較すると，2 列目の符号が変

わっただけのものになっている．行列 P は
1P P− = であったが，行列G は

1G G− ≠ であり
1G−
は 

1

1 2 2
2 1 2
2 2 3

G −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

である．

6. Relatively origins について

複素ピタゴラス数の変換行列G を用いた研究の結果，どんな複素ピタゴラス数も操作G を繰り返す

ことで，最終的にある複素ピタゴラス数

α
β
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

にたどりつくことがわかった．このとき，(1) G
α α
β β
γ γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠



となるか，(

私は，(1)

origins)と呼

在すること

（Relativel
Relatively o

1P と 2P は両

（図 3 参照
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7. Index について

Relatively origins を発見してから，relatively origins にはなにか特有の特徴があるのではないかと思

い，いろいろ試行錯誤しているうちに驚くべき現象を発見した．それは relatively origins の各成分どう

しを足し合せた値がすべて等しくなるということである．そして以下の定理 2を証明することができた． 

定理 2 

複素ピタゴラス数

α
β
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

と

α
β
γ

′⎛ ⎞
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎜ ⎟′⎝ ⎠

について

α
β
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

と

α
β
γ

′⎛ ⎞
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎜ ⎟′⎝ ⎠

が relatively origins である必要十分条件は 2 つ

の複素ピタゴラス数のベクトル和の各成分がすべて等しいことである．

ここで relative origins の各成分どうしを足して得られた唯一つの値を indexと呼ぶことにした． 
たとえば，2 つの複素ピタゴラス数 

12 24 12 12
16 3 , 8 9
16 21 8 9

i i
i i
i i

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

を考える．これらは relatively origins である．これらの複素ピタゴラス数をベクトルと考えて足し合わ

せる．

12 24 12 12 24 12
16 3 8 9 24 12
16 21 8 9 24 12

i i i
i i i
i i i

+ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

そうすると，どの成分の値もすべて同じになる．この値 24 12i+ が relatively origins の index である．

Relatively origins
α
β
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

と

α
β
γ

′⎛ ⎞
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎜ ⎟′⎝ ⎠

について，それらの家系図は 1 対 1 に対応する．Relatively origins の

家系の構造は図 4 のようなイメージである(図 4 参照)．すなわち
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(表 2) 

表 3 は，relatively offspring sum である．たとえば，長+は origin1 の長男と origin2 の長男を足した

ものを表し，長－は origin1 の長男から origin2 の長男を引いたものを表す．(長+)と(次+) と(三+)に特徴

がみられる．

(表 3) 

表 4 は表 3 における比 ( ) ( ) ( ): , : , :r i r i r iα α β β γ γ をそれぞれ計算したものである．この比のことを相

対的子孫の比（relatively offspring ratio）という．表 4 において，(長+)と(次+) と(三+)はすべての

成分で Gene (1: 2) を受け継いでいる． 

(表 4) 

以下の表は，さらに孫の世代まで調査した結果である．

表 5 は origin1 と origin2 の長男について，その子どもたち（origin の孫たち）の足し算を行ったもの

である．たとえば，長次+とは origin1 と origin2 のそれぞれの長男から生まれた次男同士を足し合わせ

たものを意味する(以降 relatively offspring sum と呼ぶ)． 
(表 5) 

表 6 は表 5 の比をまとめたものである（以降 relatively offspring ratio と呼ぶ）．ここでも，(長長+)
と(長次+) と(長三+)はすべての成分で gene (1: 2) を受け継いでいる． 

origin2 26 62 34 -221 26 -227

長男 146 -834 138 -551 198 -999

次男 10 50 70 -109 62 -115
三男 94 -958 34 -799 94 -1247

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ

長+ 340 680 340 680 476 952
次+ 68 136 204 408 204 408
三+ 204 408 68 136 204 408
長- 48 2348 64 1782 80 2950
次- 48 36 64 626 80 638
三- 16 2324 0 1734 16 2902

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ

長+ 1 2 1 2 1 2
次+ 1 2 1 2 1 2
三+ 1 2 1 2 1 2
長- 12 587 32 891 8 295
次- 4 3 32 313 40 319
三- 4 581 0 1 8 1451

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ

長長+ 1972 3944 1972 3944 2788 5576
長次+ 612 1224 1292 2584 1428 2856
長三+ 1292 2584 612 1224 1428 2856
長長- 336 11812 320 12378 464 17110
長次- 80 4684 192 8814 208 9982
長三- 240 7116 128 2986 272 7718

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ
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(表 6) 

表 7 は origin1 と origin2 の次男の子どもたちの relatively offspring sum の結果である． 
(表 7) 

表 8 は表 7 の relatively offspring ratio をまとめたものである．ここでは，(次長+)と(次三+)がすべて

の成分で gene (1: 2) を受け継いでいる． 

(表 8) 

表 9 は origin1 と origin2 の三男の子どもたちの relatively offspring sum の結果である． 
(表 9) 

表 10 は表 9 の relatively offspring ratio をまとめたものである．(三長+)と(三次+) と(三三+)はすべて

の成分で Gene (1: 2) を受け継いでいる． 

長長+ 1 2 1 2 1 2
長次+ 1 2 1 2 1 2
長三+ 1 2 1 2 1 2
長長- 84 2953 160 6189 8 295
長次- 20 1171 32 1469 104 4991
長三- 20 593 64 1493 8 227

                              r i r i r ii i iα α β β γ γ

次長+ 884 1768 748 1496 1156 2312
次次+ 80 60 340 680 340 680
次三+ 748 1496 476 952 884 1768
次長- 336 2564 320 1974 464 3238
次次- 68 136 192 722 208 734
次三- 240 2492 128 1830 272 3094

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ

次長+ 1 2 1 2 1 2
次次+ 4 3 1 2 1 2
次三+ 1 2 1 2 1 2
次長- 84 641 160 987 232 1619
次次- 1 2 96 361 104 367
次三- 60 623 64 915 8 91

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ

三長+ 748 1496 884 1768 1156 2312
三次+ 476 952 748 1496 884 1768
三三+ 340 680 68 136 340 680
三長- 48 11596 64 12186 80 16822
三次- 48 4660 64 8718 80 9886
三三- 16 6948 0 2890 16 7526

                        r i r i r ii i iα α β β γ γ
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(表 10) 

上の例でもわかるように，比 gene は relatively origins の子ども世代に何らかの形で比較的良く遺伝

していることがわかる．約 50 ものデータを調査した結果，同様な状況が起こっていた．しかし，孫世代

に入ると gene の遺伝性が変化していく傾向があり，その遺伝形態については研究中である． 

７．今後の研究課題

課題(1) 子ども世代において，すべての成分で gene が遺伝している場合をいくつか調査した．その後

6 世代までを追跡調査した結果，すべて gene が遺伝していることがわかった． 
Gene はどのような場合に，どの程度の確率で遺伝していくのかを研究したい． 
課題(2) 第一世代の relatively offspring sum には index の値で割り切れる成分が存在するのではない

かと考えている．現段階の研究では，長男，次男，三男に表れている relatively offspring sum を index で

それぞれ割った値が，長男は 5 ，次男は 3 ，三男は 3 となる成分があることをこれまでのデータから確

認している(表 3 参照)．この結果が第一世代の relatively offspring sum すべてにおけることなのか研究

することが今後の課題である．

参考文献

[Pt]Pythagorean Triple, http://mathworld.wolfram.com/PythagoreanTriple.html 
[Cr]PrimitivePythagoreanTriplesinGaussianintegers,JAMES.T.Cross,MATEMATICSMAGAGINE.V

OL.59,NO.2,1986 
[Ko]ピタゴラス数を生み出す行列のはなし, ベレ出版, 小林吹代, 2008 

三長+ 1 2 1 2 1 2
三次+ 1 2 1 2 1 2
三三+ 1 2 1 2 1 2
三長- 12 2899 32 6093 40 8411
三次- 12 1165 32 4359 40 4943
三三- 4 1737 0 1 8 3763

                              r i r i r ii i iα α β β γ γ
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連分数を拡張させたフラクタル連分数に関する研究

丸尾優佳（津山高専 情報工学科２年）

間庭早紀子（津山高専 情報工学科２年）

アブストラクト 

 フラクタル連分数は私たちが考えた概念である。従来の平方根に関する連分数は同じ数の列が周

期的に現れることから、それはフラクタル性を持つと考える事ができる。しかし、３乗根や４乗根

を従来の連分数で考えても、フラクタル性（周期性）を見つけることができない。私たちは、従来

の連分数表示を捨て、 n乗根においてフラクタル性をもつような新しいタイプの連分数の理論を構

築することに成功した。

1. 研究の動機

√݊は周期的な連分数に展開されることが知られている。例えば、 2 については、

12 1 12 12
2

= +
+

+
+"

であり、無理数であるはずの 2 に規則性が生まれる。しかし、√݇య
は上の意味で連分数展開可能で

あるが、周期的ではない。例えば、 3 2 については、 

3 12 1 13 11
5

= +
+

+
+"

であり、分母にあらわれる左端の数列 1,3,1,5,…に周期性を見つけることはできない。しかし、従来

の枠にとらわれない連分数展開を考え、その中で周期性をつくることができないかという思いに至

った。

2. 今回の研究の主結果

まず、フラクタル連分数に関する結果について説明する。よく知られているように√2の連分数展

開は、

√2 ൌ 1 ൅
1

2 ൅ ଵ
ଶାڮ

である。すなわち、分母が常に２＋(＊)という形で繰りかえされる。これを私たちは、 

( )1
2  ~  1,2⎡ ⎤⎣ ⎦

�

と表すことにした。ここで、2ሶをフラクタル成分と呼ぶ。また[ ]の右上の(１)は連続する分子の数１
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を表す。そして、一般化のためにこの連分数を１次のフラクタル連分数と呼ぶことにする。

平方数の 1 次のフラクタル連分数の一般式は、 
( )

2  ~ ,2k k k
α

α ⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

i

となる。これらは周期１である。

私たちは、平方数のフラクタル連分数の構成法をヒントに√݇ଷ ൅ యߙ
のフラクタル性を持つ連分数を

得ることができた。例えば√2య
は、

√2య ൌ 1 ൅
1

3 ൅ 3 ൥ ଵ

ଷାଷቀ భ
య…ቁାቀ భ

య…ቁ
మ൩ ൅ ൥ ଵ

ଷାଷቀ భ
య…ቁାቀ భ

య…ቁ
మ൩

ଶ

となる。上式にあるように分母が常に 23 3( ) ( )+ +＊ ＊ という形で繰り返されるため、 
( )1

3 31,2 ~
3

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

と書く（詳細は後述する）。そしてቀ3
3ቁ
ሶ
をフラクタル成分と言い、このように構成された連分数を２

次のフラクタル連分数と呼ぶ。一般に√݇ଷ ൅ యߙ
の 2 次のフラクタル連分数は、 

( )

3 23 3
3

~ , kk k
k

α

α
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
+

i

である。より一般の√݇௡ ൅ ೙ߙ
の 1n − 次のフラクタル連分数については 3.5 の定理１で詳細に扱い、

これを証明する。

次に、非線形ペル数列表現に関する結果について説明する。研究の切っ掛けは、√݇とペル数列と

の関係性にあった。例えば、√2の近似分数列は、 
2
1

,
4
3

,
10
7

, … ,
ܽ௡

ܾ௡
, …

であり、 1 1 1 12 ,n n n n n na a b b a b− − − −= + = + というペル数列になっている。これを行列で表現すると、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ1 2
1 1ቁ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ 

となる。一般に√݇ଶ ൅  、の近似分数表現はߙ

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ݇ ݇ଶ ൅ ߙ
1 ݇

ቁ ቀ
ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ    (2.1) 

である。式(2.1)を√݇ଶ ൅  。の近似分数ペル表現というߙ
これをヒントに√݇ଷ ൅ యߙ

の近似分数を考察した。その結果、√݇ଷ ൅ యߙ
の近似分数表現は、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ݇ ݇ଶ ݇ଶ ൅ ߙ
1 ݇ ݇ଶ ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ (2.2) 

となり、式(2.2)は√݇の近似分数表現(2.1)の一般化となっている。表現の形から私たちはこれを、
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√݇ଷ ൅ యߙ
の近似分数非線形ペル表現と呼ぶことにした。√݇௡ ൅ ೙ߙ

の非線形ペル表現は 4.2 節で詳細に

扱う。

3.1. 平方根の連分数の再考察 

今回の私たちの研究は、 n乗根のフラクタル連分数を構築することである。 
まず、知られている√݇の連分数を再考察する。√2を例として考えてみる。連分数展開するために

√2を生成する式をݔଶ െ 1 ൌ 1とする。さらに変形して、

ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ݔ ⇒ 1 െ 1 ൌ ଵ
ଵା௫

⇒ ݔ ൌ 1 ൅ ଵ
ଵା௫

となる。最後の式から√2の１次のフラクタル連分数が構成できる。すなわち、
ଵ

ଵା௫
の x に再び1 ൅ ଵ

ଵା௫
を

代入していくと、

√2 ൌ 1 ൅
1

2 ൅ ଵ
ଶାڮ

となる。上式からわかるように、整数部は１、分母は２が周期１で続いていく。これを、

( )1
2  ~  1,2⎡ ⎤⎣ ⎦

�

と表す。以上のことから、√2の次数１のフラクタル連分数を得た。ここで、1 ൅ ଵ
ଵା௫

を√2の連分数の

生成式と呼ぶことにする。

さて、 √2 の連分数の生成式 ݔ ൌ 1 ൅ ଵ
ଵା௫

の式
ଵ

ଵା௫
に注目した。この式

ଵ
ଵା௫

は、黄金比

߮ ൌ ିଵା√ହ
ଶ

（߮は߮ଶ ൅ ߮ െ 1 ൌ 0を満たす唯一の正の解）の連分数の生成式 ߮ ൌ ଵ
ଵାఝ

と同一のものであ

る。黄金比߮ ൌ ିଵା√ହ
ଶ

 は、

߮ ൌ
1

1 ൅ ଵ
ଵା భ

భశڮ

というフラクタル連分数をもち、分母の１が周期することが特徴である。これをヒントに 2k α+ の

連分数展開を構成し直す。ただし、α は 0 より大きく、 k より小さい数である。 
ଶݔ ൌ ݇ଶ ൅ ݔの連分数展開の生成式をߙ ൌ ݇ ൅ ఈ

௞ା௫
とする。x を݇ ൅ ఈ

௞ା௫
に置き換える。この操作を繰

り返して１次のフラクタル連分数が得られる。例えば、

( )1
2 ~ 1,2⎡ ⎤⎣ ⎦

� ,
( )2

3 ~ 1,2⎡ ⎤⎣ ⎦
� , ( )1

5 ~ 2,4⎡ ⎤⎣ ⎦
� ,

( )4
8 ~ 2,4⎡ ⎤⎣ ⎦

�

である。そして、１次のフラクタル連分数の一般式は、
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( )
2  ~  ,2k k k

α

α ⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

i

となり、これらは周期１である。

3.2. ３乗根のフラクタル連分数の構築 

前節 3.1 の√ܣの連分数の方法をヒントに、３乗根も３次の超黄金比と関係があるのではないかと

考えた。３次の超黄金比߮とは、߮ଷ ൅ ߮ଶ ൅ ߮ െ 1 ൌ 0の唯一の正の解のことであり、これよりϕの連

分数の生成式߮ ൌ ଵ
ଵାఝାఝమを得る。そして、

2
1

1 11 1 1
1 1

ϕ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠" "

となる。この式を基本にして新しい連分数展開を構成できないかと考えた。√2య
で考えてみよう。√2య

の

連分数の生成式をݔ ൌ 1 ൅ ଵ
ଵା௫ା௫మと考えると、これは߮の連分数の生成式と関係があることが分かる。

√2య
の連分数の生成式から、√2య

の連分数を計算すると次の式を得る。

√2య ൌ 1 ൅
1

3 ൅ 3 ൥ ଵ

ଷାଷቀ భ
య…ቁାቀ భ

య…ቁ
మ൩ ൅ ൥ ଵ

ଷାଷቀ భ
య…ቁାቀ భ

య…ቁ
మ൩

ଶ

上式にあるように３＋３はフラクタルに配置されているため、これを私たちは、

( )1

3 31,2 ~
3

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

と書き、√2య
の２次のフラクタル連分数と呼ぶことにした。同様に計算していくと、

( )2

3 31,3 ~
3

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

, 
( )1

3 129 ~ 2,
6

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

,  
( )12

3 12
6

20 ~ 2,
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

( )1

3 27
9

28 ~ 3,
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

, 
( )16

3 27
9

43 ~ 3,
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

, 
( )1

3 48
12

65 ~ 4,
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

が得られた。上の式から分かるように、２次のフラクタル連分数の一般式は、

( )
23 3 3

3
~ , k

k
k n

α

α
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

i

であり、周期１である。



3.3. n乗根

次に、n乗
の関係を持

して

をφのフラク

と考える。

できた。例

である。

3.4 1n − 次

これまで

きる。フラ

の kα の係数

のフラクタ

乗根の連分

持つ。 n次の

クタル連分数

このことか

例えば４乗根

次のフラクタ

での研究から

ラクタル連分

数が 32 ,
3

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i
i

ル連分数に

数を構築し

の超黄金比と

数の生成式

から、私たち

根と５乗根の

44 ~k α+

タル連分数と

ら、 1n − 次の

分数表示から

4
, 6

4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎞
⎜ ⎟⎟

⎟ ⎜ ⎟⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

,

5
10
10
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

について 

していこう。

とは、߮௡ ൅ ߮

߮ ൌ 1 ൅

式とする。そ

x k= +

ちは √݇௡ ൅ ೙ߙ

のフラクタル

3

2

4

~ , 6
4

k

k k
k

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

とパスカル三

のフラクタル

ら分かるよう

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

となってい
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n乗根も平

߮௡ିଵ ൅ ڮ ൅

൅
1

1 ൅ ߮൅. . .

そして n nk +

21 x x
α

+
+ + …

に関するߙ n
ル連分数は、

( )α

,   55 k

三角形との関

ル連分数はパ

うに、フラク

いるのである

平方根、３乗

൅ ߮ െ 1 ൌ 0の

. ൅߮௡ିଵ

α+ のフラク

1nx −…+

1n − 次のフ

~ ,kα

⎡ ⎛
⎢ ⎜
⎢ ⎜+ ⎢ ⎜
⎢ ⎜

⎜⎢ ⎝⎣

関係 

パスカルの

クタル成分

る。 

乗根と同じよ

の唯一の正

クタル連分数

ラクタル連

( )
4

3

2

5
10
10
5

k
k
k
k

α
⎤⎞
⎥⎟
⎥⎟
⎥⎟
⎥⎟
⎟⎥⎠⎦

i

三角形と関

の 32 ,
3
kk

⎛⎛ ⎞ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝

i
i

ように n次の

の解のこと

数の生成式を

分数を構築

関係があるこ

3

2 2

4
, 6

4

k
k k
k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎞
⎜ ⎟⎟
⎜ ⎟⎟

⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

i

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

の超黄金比と

である。そ

を、

築することが

ことが理解で

4

3

2

5
10
10
5

k
k
k
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

の中

と

そ

が

で

中
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以上のことから私たちは、以下の定理を証明することができた。

定理１． √݇௡ ൅ ೙ߙ
に関する 1n − 次のフラクタル連分数は、

[ ]
1

1
2

2

1

C
C~ ,

C

n
n

n
n

n n

n n

k

k

k kk

α

α

•
−

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎜ ⎟⋅+ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟⋅⎝ ⎠⎣ ⎦

#

である。

（証明） n nk kω α= + − とおくと、 ( )n nk kω α+ = + となる。左辺を二項展開して、 

( )

1 1
1 1

1 1
1 1

1 2 1
1 1

1 2 2 1
1 2 1

n n n n n
n n n

n n n
n n n

n n n
n n n

n n n n
n n n n

C k C k k k

C k C k

C k C k

C k C k C k

ω ω ω α

ω ω ω α

ω ω ω α

αω
ω ω ω

− −
−

− −
−

− − −
−

− − − −
−

+ + + + = +

⇒ + + + =

⇒ + + + =

⇒ =
+ + + +

"

"

"

"

よって、定理１は証明された。（証明終）

4.1. 平方根の近似分数表現 

以後、√ܣ೙
の近似分数を考察する。n 次の超黄金数 ߮が n -フィボナッチ数列の分数列で近似してい

るという事実がある。このことを念頭に研究を進めた。

まず、黄金比߮を考える。ϕの連分数の生成式߮ ൌ ଵ
ଵାఝ

より漸化式

߮௡ ൌ
1

1 ൅ ߮௡ିଵ

を作る。これより近似分数列

1
1

,
1
2

,
2
3

,
3
5

,
5
8,

, … ,
ܽ௡

ܾ௡
, …

を得る。この分数列は、フィボナッチ数列(1,1,2,3,5,…)から得られたものになっている。これを近

似分数表現にすると、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ0 1
1 1ቁ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ （近似分数表現）

となる。私たちはこの行列表現に注目して研究を行った。

√2の場合を考えてみる。√2の 連分数の生成式
11

1
x

x
= +

+
より、漸化式
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௡ݔ ൌ 1 ൅
1

1 ൅ ௡ିଵݔ

を考える。ここで、初期値をݔ଴ ൌ 0とし、順次計算していくと、 

ଵݔ ൌ 1 ൅ ଵ
ଵା଴

ൌ ଶ
ଵ
ଶݔ ,  ൌ 1 ൅ ଵ

ଵାଶ
ൌ ସ

ଷ
ଷݔ , ൌ 1 ൅ ଵ

ଵାర
య

ൌ ଵ଴
଻

, …… 

となり、その近似分数列は、

2
1

,
4
3

,
10
7

, … ,
ܽ௡

ܾ௡
, …

となる。近似分数表現に直すためにܽ௡とܾ௡について解くと、 
ܽ௡

ܾ௡
ൌ 1 ൅

1
1 ൅ ௔೙షభ

௕೙షభ

ൌ 1 ൅
1

௔೙శ್೙
௕೙

ൌ 1 ൅
ܾ௡

ܽ௡ା௕೙

ൌ
2ܽ௡ ൅ ܾ௡

ܾ௡ିଵ ൅ ܽ௡

となり、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ1 2
1 1ቁ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ 

という近似分数表現を得る。これを 2 の近似分数ペル表現という。 
√2の近似分数について精度を調べてみた。

√2の近似分数表

n 1 2 3 … 10 
ܽ௡

ܾ௡
 2

1
4
3

10
7 … 

4756
3363

精度

[小数点第ｋ位] 0 0 1 … 6 

更に調査した結果、 n番目の分数についての精度は少数点第
2
n
位くらいまでである。 

同様にして、√5の近似分数表現は、 

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ2 5
1 2ቁ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ 

√10の近似分数表現は、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ3 10
1 3 ቁ ቀ

ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ 

となった。これらの n番目の分数についての精度も少数点第
2
n
位くらいまでである。一般に、√݇ଶ ൅ ߙ

の近似分数表現は、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ݇ ݇ଶ ൅ ߙ
1 ݇

ቁ ቀ
ܽ௡ିଵ
ܾ௡ିଵ

ቁ 

であることが分かった。以上見てきたように近似分数表現の精度はそれ程良くはないが、行列表現



219 

を持つという点が特徴である。

4.2. ３乗根の近似分数表現 

３乗根の近似分数表現を構成していく。

まず、私たちはニュートン法を使って連分数を作る研究があることを知った。「ニュートン法から

得られる平方根、立方根、４乗根の連分数表示」（堀口俊二、鈴木武雄. 新潟産業大学経済学部. 2012）
によると、√ߙయ

の生成式を、 

ݔ ൌ 1 െ
2

ݔ ൅ 2 ൅ ఈ௡
మೣ೙షഀ೙ೣమశഀሺ೙షమሻ

ೣయశమೣమశೣ

と考えて、近似分数列を作っていくものである。しかし、この式は複雑なため私たちは不満を持っ

た。以下に、私たちが独自に考案し構築した√݇య
の連分数展開から、近似分数の行列表現を研究する。

まず、黄金比߮の近似分数を復習する。߮の連分数の生成式 ߮ ൌ ଵ
ଵାఝయାఝయ

మから漸化式

1 1 2

1
1n

n n n
ϕ

ϕ ϕ ϕ− − −

=
+ +

を作る。これより、

ଵ
ଵ

, ଵ
ଶ

, ଶ
ସ

, ସ
଻

, ଻
ଵଷ

, … , ௔೙
௕೙

, …

を得る。この分数列は、3-フィボナッチ数列(1,1,2,4,7,13…)から得られたものになっている。そし

て、近似分数表現は、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ0 0 1
1 1 1ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ 

となる。

√2య
の場合を考える。√2య

の連分数の生成式ݔ ൌ 1 ൅ ଵ
ଵା௫ା௫మから、漸化式

1 1 2

11
1n

n n nx x x
x

− − −

= +
+ +

を作る。ここで、ݔ଴ ൌ 0, ଵݔ ൌ 0とおき、順次計算していくと、 

ଶݔ ൌ ଵ
ଵାሺ଴ାଵሻାሺ଴ାଵሻሺ଴ାଵሻ

ൌ ଵ
ଷ
ଷݔ , ൌ ଵ

ଵାቀభ
యାଵቁାሺభ

యାଵሻሺ଴ାଵሻ
ൌ ଷ

ଽ
, ……

となり、近似分数列

ଵ
ଷ

, ଷ
ଽ

, ଺଺
ଷଽ

, ଽଽ଻ଶ
଼ସହଵ

, … , ௔೙
௕೙

, …（近似分数表現） 

を得る。
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√2య
の近似分数表

n  1 2 3 4 … 9 

ܽ௡

ܾ௡
 1

3
3
9

66
39

9972
8451

… 略

精度

[小数点第 j位] 0 0 1 1 … 4 

これらの n番目の分数についての精度も少数点第
2
n
位くらいまでであった。ܽ௡とܾ௡について解くと、 

ܽ௡

ܾ௡
ൌ 1 ൅

1
1 ൅ ௔೙షభ

௕೙షభ
൅ ௔೙షభ௔೙షమ

௕೙షభ௕೙షమ

ൌ 1 ൅
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ

 ൌ
2ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ

ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ ൅ ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
 

となり、

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ1 1 2
1 1 1ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ 

という近似分数表現を得た。これを私たちは√2య
の近似分数非線形ペル表現と呼ぶことにした。

同様にして計算すると、例えば√9య
の近似分数非線形ペル表現は

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ2 4 9
1 2 4ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ 

であり、√30య
の近似分数非線形ペル表現は

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ3 9 30
1 3 9 ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ 

となる。一般に、√݇ଷ ൅ యߙ
の近似分数非線形ペル表現は

ቀ
ܽ௡
ܾ௡

ቁ ൌ ቀ݇ ݇ଶ ݇ଶ ൅ ߙ
1 ݇ ݇ଶ ቁ ൭

ܽ௡ିଵܽ௡ିଶ
ܽ௡ିଵܾ௡ିଶ
ܾ௡ିଵܾ௡ିଶ

൱ 

であることが分かった。

4.3. n 乗根の近似分数非線形ペル表現

同様に、√݇ସ ൅ రߙ
と√݇ହ ൅ ఱߙ

を研究した結果、次の公式を得た。
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1 2 3 4

1 2 3 4
2 3 4 5 6

1 2

5

5

5

5

5

3 4
2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1

n n n n

n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

n n

n

n

n

n

n

n

n

n

a a a a
a a a a

a a a a bk k k k k k
b a a b bk

a
b
b

k k k k
a b b b

b

b b
b
bb b

α

− − − −

− − − −

− − −

−

−

− − − −

− − − −

−

−

−

−− − −

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ +

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 5 6

5 6

5 6

5 6

5

3 4

1 2 3 4

1 2 3 42 3 4 5 6 7

1 2 3 42 3 4 5 6

61 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

5 6

1

n n n n

n n n n

n n n n
n

n n n n
n

n n n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

nn nn n

n n n

a a a a
a a a a
a a a

a a
a b
b b

b b b
a b b

b

a
a k k k k k k k

a a a
b k k k k k k

a b b
a b b b
b b

b
b

α

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

− − −

− −

− −

− −

− −

− −

− −

−

− − − −

− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 5 6n nn bb b− −−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3
2 3

1 2 3
2 3

2 3

4

1

1 2 3

1

n n n

n n n n

n n n n

n n n

a a a
a a a bk k k k
b a b bk k k

b b b

α
− − −

− − −

− − −

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ + ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3 4

1 2 3 42 3 4

1 2 3 42 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

1

n n n n

n n n n
n

n n n n
n

n n n n

n n n n

a a a a
a a a b

a k k k k k
a a b b

b k k k k
a b b b
b b b b

α

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ + ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

これらの結果から、より一般的な近似分数非線形ペル表現を推測することは簡単である。例えば、

√݇଺ ൅ లߙ
の近似分数非線形ペル表現は、

√݇଻ ൅ ళߙ
の近似分数非線形ペル表現は、

 

である。

５.今後の方針

今回は周期１のフラクタル連分数を研究し、 n 乗根の周期 1 の連分数の拡張としてフラクタル連

分数を構築することに成功した。しかし、平方根に関しては正則連分数においても周期性を持つ。

すなわち、分子を常に１として連分数を構成しても周期性がある。

平方数の連分数についてはペル方程式の解法と関係が深い、そのため近似分数ペル表現という言

葉を使用した。私たちが発見した近似分数非線形ペル表現もなんらかの方程式の解法に関係がある

と考えている。




