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定理� �
平面に n点 (n ≥ 3)ある。n点は同一直線上にないとする。このとき、n点のうちちょうど 2点だけを通る直

線が存在する。� �
この定理を言い換えると同一直線上にならないように 3個以上の頂点を平面に配置すると必ず 2点だけを通る

直線が引けるというものです。

実際に３点以上の点をノートに描いて、そのような直線が引けるかどうか試してみてください。

証明 n = 3のときは明らか。n ≥ 4とし、n点は同一直線上にないとしたとき、n点のうちちょうど 2点だけ

を通る直線が存在しないとする。すると、2点を通る直線 lに対して、その 2点以外の点が l上にある。2点を選

んで引ける直線の集合を S(l)とする。次に S(l)に含まれる直線 li に対して li 上になくて li にもっとも近い点を

piとする。また、liと piの距離を dist(li, pi)とする。liと piの組を距離の小さい順位に並べ、もっとも距離が小

さい組を (l0,p0)とする (図 1参照)。この直線 l0 と p0 に着目する。まず、p0 から l0 に垂線を引く。この垂線の
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図 1: 点と直線との距離が最小となる組 (l0,p0)

足 plとする (図 2参照)。l0 は plを端点とする 2つの半直線に分けられる。l0 は少なくとも 3点以上の点を含ん
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図 2: 点 p0 と p2 を結ぶ

でいるので、2つの半直線の一方は 2点以上の点を含んでいる。その 2点以上の点を含んでいる半直線を l′0 とす

る。そして l′0 上の 2点を plから近い順に p′1, p
′
2 とする。ここで p0 と p′2 を含む直線 l′ をつくる。l′ と p′1 との距

離 dist(l′, p′1)は dist(l′, p′1) < dist(l0, p0)を満たす (図 3参照)。これは dist(l0, p0)の最小性に反する。よって n点
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図 3: dist(l′, p′1) < dist(l0, p0)

のうちちょうど 2点だけを通る直線が存在する。

証明終

ここでの証明は背理法を使っています。”ちょうど 2点だけを通る直線が存在しない”として証明したいことを否

定しています。すると、dist(l0, p0)が最小であるということに矛盾する点と直線の組が存在することになります。
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