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高専生のためのシュレーディンガー方程式の解法 
－水素原子－ 
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Solving the Schrödinger equation for Kosen students : Hydrogen atom 
 

SASAI Yuji 
 

Solving the Schrödinger equation in quantum mechanics is not easy. In this research report, we would like to solve the 
Schrödinger equation concretely for the energy eigenvalue problem of the hydrogen atom. To help Kosen students 
understand this problem, we explain general solutions from the calculation of concrete solutions. We also explain the 
relationship between the principal quantum number n, the azimuthal quantum number l, the magnetic quantum number m, 
and the spin quantum number s. 
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１．緒 言 

 
 シュレーディンガー方程式はミクロの世界を記

述する量子力学の基礎方程式である．1926 年にオ

ーストリアの物理学者エルヴィン・シュレーディ

ンガーにより提案された．シュレーディンガー方

程式は，量子系が取り得る量子状態を決定し，そ

の時間発展を記述する．シュレーディンガー方程

式の解は波動関数（状態関数，固有関数）と呼ば

れ，電子などの量子系の状態を表し，波動関数か

らエネルギー，角運動量などの物理量の量子化

（離散化）が分かる． 
古典力学では，粒子は同時に決定される位置と

運動量の組を持ち，ニュートン力学や相対性理論

に従って，決定論的に時間発展する．しかし量子

力学では，粒子は確率論的にランダムな位置に観

測される．ハイゼンベルクの不確定性原理により，

粒子の位置と運動量を同時に精密に測定すること

はできない．このような観測と不確実性があるこ

とも量子力学の特徴である．量子力学の時間発展

を求める方法として，波動力学や行列力学，経路

積分法がある．やはり初学者が理解しやすいのは

シュレーディンガーの波動力学であろう． 
 シュレーディンガー方程式の教育的具体例とし

て，自由粒子，一定なポテンシャル，調和振動子，

水素原子などがあるが，高専生の数学力で完全に

解けて定常状態を確認できるものは無限に深い井

戸型ポテンシャル程度である．深さが有限のポテ

ンシャルの定常状態も非常に複雑になる．津山高

専では 4 年生科目の応用物理Ⅱにおいて前期量子

論とシュレーディンガー方程式の導出，その簡単

な適用例を取り扱っていた．近年の総合理工学科

への統合から，その先進科学系では 3 年化学系科

目でシュレーディンガー方程式を簡単に説明し，

水素原子の波動関数から電子の軌道状態を定性的

に説明し，化学的事項を取り扱っていく．また，

5 年科目の量子科学にて，原子物理学，前期量子

論，シュレーディンガー方程式の導出および水素

原子へ適用して波動関数を求めている． 
 大学の物理学科の量子力学では，厳密な計算を

行いながらシュレーディンガー方程式を解いてい

くことがある（立場①）．化学系科目や工学系科

目などでは，シュレーディンガー方程式の解の波

動関数や確率密度は量子数によってこのような形

になると定性的に説明して，それぞれの科目の主

題へと進めていく（立場②）． 
トイモデルだけでなく，やはり水素原子を解い

てみたいものである．水素原子のエネルギー固有

値問題について，シュレーディンガー方程式を厳

密に解くのか，定性的に取り扱うのかには大きな

ギャップがある．そこで，本研究調査報告では，

立場①ほど厳密ではないが計算で確認しながら，

具体例を使ってシュレーディンガー方程式の一般

解を説明し，主量子数 n，方位量子数 l，磁気量子

数 m，スピン量子数 s の関係を理由付けて説明す

ることで，高専生の理解に反映させたい． 
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*総合理工学科 先進科学系 



－38－

津 山 高 専 紀 要　 第６２号　（２０２０）

－39－

２．シュレーディンガー方程式 

 
 電子の質量 me，運動量  𝑝𝑝𝑥𝑥，𝑝𝑝𝑦𝑦，𝑝𝑝𝑧𝑧  ポテンシャ

ル V として古典力学のエネルギー 

2 2 21 ( ) ( , , )
2 x y z

e

E p p p V x y z
m

= + + +  

を波動関数Ψに作用させると 

 2 2 21 ( ) ( , , )
2 x y z

e

p p p V x y z E
m

Ψ Ψ Ψ+ + + =  

となる．対応関係 

, , ,x y xE i p i p i p i
t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

→ → − → − → −
∂ ∂ ∂ ∂

   

により，電子の波動関数の従う 3 次元のシュレー

ディンガー方程式 
2 2 2 2

2 2 2 ( , , )
2 e

V x y z i
m x y z t

Ψ Ψ Ψ ΨΨ
 ∂ ∂ ∂ ∂

− + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 




を得る．エネルギーE を一定値とした電子の波動

関数 

 ( , , , ) ( , , ) e iEtx y z t x y zΨ ψ −=   

を代入すると，時間に依存しない 3 次元のシュレ

ーディンガー方程式 
2 2 2 2

2 2 2 ( , , )
2 e

V x y z E
m x y z

ψ ψ ψ ψ ψ
 ∂ ∂ ∂

− + + + = ∂ ∂ ∂ 

   (1) 

を得る． 

 
図 1 直交座標と極座標 

 
中心力ポテンシャルの場合は図 1 の極座標 r，𝜃𝜃，

𝜙𝜙を使うと便利である． 

sin cos , sin sin , cosx r y r z rθ φ θ φ θ= = =  

を式(1)に代入すると 

2 2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin
2 sin sin

( )
e

r
m r r r r r

V r E

θ ψ
θ θ θ θ φ

ψ ψ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
+ =



 

３．𝐿𝐿2(𝜃𝜃,𝜙𝜙)と𝐿𝐿𝑧𝑧(𝜃𝜃,𝜙𝜙)の波動関数と固有値 1)～4) 
 

角運動量の z 成分 

( , )z y x
L i x y i

φ
θ φ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

 
= − − = − 

 
   

は𝜙𝜙のみの演算子だから，対応する波（波動関数）

を 

( ) (cos sin )imAe A m i mφΦ φ φ φ= = +  

とすると 

( , ) ( ) ( )
im

im
z

eL i A m Ae m
φ

φ

φ
θ φ Φ φ Φ φ∂

∂
= − = =    

となり𝐿𝐿𝑧𝑧の固有値は𝑚𝑚ℏである． 
 波は𝜙𝜙方向に１回転すると元に戻るので 

0, 1, 2,m = ± ±   

が許されるが，範囲の制限はまだ付いていない．

𝐿𝐿𝑧𝑧  は電子の磁気モーメントに関係しているので，

この整数 m を磁気量子数と呼ぶ．図 2 は 6 個の定

常波が z 軸周りに生じる場合の模式図である． 

 
図 2 𝜙𝜙 方向の波（𝒎𝒎 = 𝟔𝟔） 

波動関数の規格化条件より，極座標における𝜙𝜙
方向の波は，磁気量子数 m を用いて 

2

1( ) im
m e φ

π
Φ φ =               (2) 

次に角運動量の 2 乗 L2 の演算子について，単純

だが長い計算により 
2 2 2 2

2
2

2 2

( , )
1 1(sin )

sin sin

x y zL L L L

θ θ φ

θ φ

θ
θ θ

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

= + +
 

= − + 
 


 

を得る．角運動量の 2 乗𝐿𝐿2の波動関数を 𝑌𝑌(𝜃𝜃,𝜙𝜙) 
（実は球面調和関数），固有値を𝜆𝜆ℏ2とすると 

2 2( , ) ( , ) ( , )L Y Yθ φ θ φ λ θ φ=   

2
2

2 2

2

1 1(sin ) ( , )
sin sin

( , )

Y

Y

θ θ φ
θ θ φ

θ θ

λ θ φ

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

 
∴− + 

 
=





 
(3) 
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ここで  𝑌𝑌(𝜃𝜃,𝜙𝜙) が θ 方向の波  𝛩𝛩(𝜃𝜃)  と𝜙𝜙方向の波 
で  𝛷𝛷𝑚𝑚(𝜙𝜙)（実は  𝐿𝐿𝑧𝑧  の固有関数となる）に変数分

離されるとし，少し変形すると 
2

2
2

( )( )1 1sin (sin ) sin
( ) ( )

m

m

Φ φΘ θ

θ θ φ
θ θ λ θ

Θ θ Φ φ
∂∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ = −

左辺は θ のみの関数，右辺は𝜙𝜙 のみの関数となる

ので，両辺は定数となる．右辺に式(2)を代入する

と m2 であるので 

θ方向 2 2( )1 sin (sin ) sin
( )

d d

d d
mΘ θ

θ θ
θ θ λ θ

Θ θ
+ =  

𝜙𝜙方向 
2

2
2

( )1
( )

m

m

d

d
mΦ φ

φΦ φ
− =  

となる．従って，角運動量の 2 乗 𝐿𝐿2(𝜃𝜃,𝜙𝜙) の波動

関数は 

2

1( , ) ( ) ( ) ( ) im
mY e φ

π
θ φ Θ θ Φ φ Θ θ= = ×  

の形となり，同時に  𝐿𝐿𝑧𝑧(𝜃𝜃,𝜙𝜙) の波動関数でもある． 

 ( , ) ( , ) ( , )z zL Y m Yθ φ θ φ θ φ=   

角運動量の 2 乗 𝐿𝐿2(𝜃𝜃,𝜙𝜙) の固有値  𝜆𝜆ℏ2と θ 方向

の解 𝛩𝛩(𝜃𝜃) はまだ決まっていない． 
 

４．ルジャンドルの微分方程式の解 1)～4) 
 
 角 θ方向の微分方程式(4)を変形すると 

2 2( )sin (sin ) ( sin ) ( ) 0d d

d d
mΘ θ

θ θ
θ θ λ θ Θ θ+ − =  (5) 

となる．これはルジャンドルの微分方程式である．

手探りでλの規則性と θ 方向の解であるルジャン

ドルの陪関数 𝛩𝛩(𝜃𝜃) を調べていく． 

例．𝛩𝛩(𝜃𝜃) = sin𝜃𝜃  
 これを式(5)に代入すると 

( )2 2( 2)sin ( 1) cos 0mλ θ θ− − − =  

0~𝜋𝜋 までの全ての各 θで成立するためには 

 2 1mλ = = ±かつ  

が必要である． 

例．𝛩𝛩(𝜃𝜃) = cos2𝜃𝜃 + 𝛼𝛼 （𝛼𝛼：定数） 

 これを式(5)に代入すると 

2 2 2 2( 6)sin cos 2 ( 2 2 )sin (1 ) 0m mλ θ θ λα θ α− + − + − + =

0~𝜋𝜋 までの全ての各 θで成立するためには 

 
16 0
3

mλ α= = =かつ かつ  

あるいは 

6 2 1mλ α= = ± = −かつ かつ  

が必要である． 
 このように初等関数で幾つかの解を探っていっ

た結果が表 1 である．整数  𝑙𝑙 = 0, 1, 2,⋯ を考える

と，  𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)  はλに一致しているように推測でき

る． 
 従って，  𝜆𝜆 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1) 角運動量の大きさ L は 

 ( 1)L l l= +   

であり，式(3)は 
2

2
2 2

2

1 1(sin ) ( , )
sin sin

( 1) ( , )

Y

l l Y

θ θ φ
θ θ φ

θ θ

θ φ

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

 
∴− + 

 
= +





 

となる． 

表 1 λと量子数 lの関係 

λ m l l (l+1) m2 
𝛩𝛩00(𝜃𝜃) = 𝑐𝑐（c：実定数） 

0 0 0 0 0 
𝛩𝛩10(𝜃𝜃) = cos𝜃𝜃 

2 0 1 2 0 
𝛩𝛩10(𝜃𝜃) = sin𝜃𝜃 

2 ±1 1 2 1 
𝛩𝛩20(𝜃𝜃) = cos2𝜃𝜃 + 1 3⁄  

6 0 2 6 0 
𝛩𝛩21(𝜃𝜃) = 𝛩𝛩2−1(𝜃𝜃) = sin2𝜃𝜃 

6 ±1 2 6 1 
𝛩𝛩22(𝜃𝜃) = 𝛩𝛩2−2(𝜃𝜃) = cos2𝜃𝜃 − 1 

6 ±2 2 6 4 
 

（１）磁気量子数 m の範囲 角運動量の z 成分

の大きさ Lz は角運動量の大きさ L 以下であるか

ら 

 2( 1) ( 1) ( 1)m l l m l l m l l≤ + ∴ ≤ + ∴ ≤ +   

また 
2 2( 1) ( 1) ( 1) 1l l l l l l l l< + < + ∴ < + < +  

m，l は整数なので，|𝑚𝑚| の最大値は l で押さえら

れる，つまり |𝑚𝑚| ≤ 𝑙𝑙 だから 

 , 1, ,0, , 1,m l l l l= − − + −               (7) 

となる．この制限は表 1 においても満足されてい

ることが分かる． 
図 3 に  𝑙𝑙 = 2 の場合の角運動量の方向を示して

いる．角運動量の大きさは𝐿𝐿 = √6ℏであり，量子

化された 5 つの z 方向が分かる．xy 方向には制限

がないので矢印の先端は同じ  𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑚𝑚ℏ  の円周上の

(4) 

(6) 
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点が許される．このように整数 l の値により，角

運動量ベクトルの z 軸からの角度 θ が制限を受け

る．そこで整数 l を方位量子数と呼ぶ．しかし通

常，方位角は角度𝜙𝜙を指すので，最近は整数 l を

角運動量量子数と呼ぶことも多い． 

 
図 3 量子化された角運動量の方向（𝒍𝒍 = 𝟐𝟐） 

θ 方向の波  𝛩𝛩(𝜃𝜃) は方位量子数 l と磁気量数 m
で区別されるので，角運動量の 2 乗 L2 の波動関数

である球面調和関数は 

 
2

1( , ) ( ) ( ) ( )m m im
l l mY e φ

π
θ φ Θ θ Φ φ Θ θ= = ×  

と書ける． 

例．l = 0，m = 1 の場合の規格化された波動関数は

次の通りである． 

 1
1

3( , ) sin
8

iY e φθ φ θ
π

= −  

 
５．水素原子のシュレーディンガー方程式 

1 )～ 4 ) 
 
 水素原子の中心力ポテンシャルは 

2 2

0
0

1( )
4

e eV r k
r rπε

= − = −  

で与えられる．ここで，e は電荷素量，𝜀𝜀0は真空

の誘電率，𝑘𝑘0は比例定数である．中心力の作用を

受けて運動する粒子の角運動量は量子力学でも保

存する．角運動量の大きさが  �𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)ℏ で，z 成

分が  𝑚𝑚ℏ の電子の波動関数は変数が分離した動径

方向と角度方向の積 

 ( , , ) ( ) ( , )m
nl lr R r YΨ θ φ θ φ=  

で表される．ここで，角運動量に関係する方位量

子数 l に加え，後に説明するエネルギーに関係す

る主量子数 n を指標として記載してある．これを

時間に依存しないシュレーディンガー方程式(1)に
代入し，変数が分離するように変形する． 

2 2 2

2 2

2 2

1 2 ( ( ) ) ( )
( )

1 1sin ( , )
( , ) sin sin

e
d dr m r V r E R r

R r d r d r

Y
Y

θ θ φ
θ φ θ θ θ θ φ

  
− + −  

  
  ∂ ∂ ∂

= +  ∂ ∂ ∂  





この左辺は動径 r のみの関数，右辺は角度 θ，𝜙𝜙
の関数であるので，定数  𝜆𝜆′  とすると 
動径方向 

2 2 2 2( ) 2 ( ( ) ) ( ) ( )e
d dR rr m r V r E R r R r
d r d r

λ
 

′− + − = 
 

 

角度方向 
2

2 2

1 ( , ) 1 ( , )sin ( , )
sin sin

Y Y Yθ φ θ φθ λ θ φ
θ θ θ θ φ

 ∂ ∂ ∂ ′+ = ∂ ∂ ∂ 

と分離した方程式を得る．この式を角運動量の 2
乗 L2 の波動方程式(6)を比べると 

 ( 1)l lλ′ = − +  

が分かる．これを動径方向の式(8)に代入し変形す

ると 
22

2
2 2

2( ) ( )2 ( ( )) ( 1) ( ) 0em rd R r dR rr r E V r l l R r
d r d r

 
+ + − − + = 

 

となる．クーロンポテンシャルの具体形を代入す

ると，動径方向の方程式 
2

2
2

2
20

2 2

( ) ( )2

2 2 ( 1) ( ) 0e e

d R r dR rr r
d r d r

m k e m Er r l l R r

+ +

 
⋅ + ⋅ − + = 

  

   (9) 

を得る． 
 
 （１）動径方向の方程式の解 r が非常に大き

い場所の解を考える．式(9)を r2 で割ると 
22

0
2 2 2 2

2 22 1 ( 1) 0e em k e m Ed R dR l l R
d r r d r r r

 +
+ + ⋅ + − = 

  
 

そこで，r が非常に大きい場所で 

 
2

2 2

2 0em Ed R R
d r

+ =


 

を考える．𝑟𝑟 → ∞ で発散しない解を選ぶと 

2 em E rR e− − ⋅=   

を得る．ただし，エネルギーE < 0 である． 
 r=0 近傍の解を考える．式(9)で，r があり r の

微分がない項を落とすと，r の非線形方程式 

(8) 
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2
2

2 2 ( 1) 0d R dRr r l l R
d r d r

+ − + =  

を得る．r のベキの解を考える．𝑅𝑅 = 𝑟𝑟𝜆𝜆  を代入す

ると，𝜆𝜆 = −𝑙𝑙 − 1, 𝑙𝑙  を得る．r=0 近傍で発散しな

い解は 

 lR r=  
である．この 2 つの場合の解を合わせると 

 
2 em E rlR r e− − ⋅=                         (10) 

を得る． 
 

（２）水素原子のエネルギー準位 解(10)を動

径方向のシュレーディンガー方程式(9)に代入する．

少し長い計算の結果 
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を得る．整数 l + 1 を主量子数 n とすると，エネル

ギー準位は 
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とまとめられ，前期量子論と同じ結果となる．主

量子数 n のエネルギー準位では方位量子数に 
 0,1, 2, , 1l n= −                      (11) 

の制限が付くことが分かる．動径方向の方程式(8)
には他に振動解も考えられ，主量子数 n のエネル

ギー準位は方位量子数 l は式(11)の n 通りに縮退

している．また，方位量子数 l に対し磁気量子数

m は式(7)のように 2 l + 1 通りに縮退している．ま

た，電子の自転による角運動量の固有値  𝑚𝑚ℏ  はス

ピン量子数  𝑠𝑠 = + 1 2⁄ ,− 1 2⁄  により表される． 
 以上のことから，主量子数 n の状態には 
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個の異なる状態がある．つまり，エネルギー準位

は  2𝑛𝑛2  重に縮退している． 
ラゲールの陪多項式  𝐿𝐿𝑛𝑛+𝑙𝑙2𝑙𝑙+1

 を用いると，動径方

向の一般的な解は 
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と書ける．ここで，𝐴𝐴𝑟𝑟は規格化定数である． 
 

（３）電子軌道 計算の簡便さのためにボーア

半径 
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を導入すると，式(10)は 

 02 ( )( ) em E r r a nl lR r r e r e− − ⋅ −= =  

と書ける． 
極座標における微小体積要素は  𝑟𝑟2sin𝜃𝜃𝜃𝜃𝑟𝑟𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜙𝜙  

であるから，動径方向の確率密度関数は規格化定

数を考えないで 

 0 0( ) 2 ( )2 2 2 2 2 2( ) ( )r a n r a nl lr R r r e r r eρ − −+= = =  

となる．これが極大となる半径，つまり，電子が

存在する確率が高い半径を求める． 
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となり，前期量子論と同様に電子が存在する確率

の高い軌道はボーア半径 𝑎𝑎0  の n2 倍の半径である

ことが確認できる．ここで，この半径は 1s（n = 1，
l = 0），2p（n = 2，l = 1），3d（n = 3，l = 2）・・・軌

道の場合に実現される．1s，2p 軌道については図

4 からも確認できる． 

 

 

 
図 4 動径方向の波動関数と確率密度関数（波動関数は点線，確率

密度関数は実線，(a)は 1s 軌道，(b)は 2s 軌道，(c)は 2p 軌道の様子） 
 

2s（n = 2，l = 0） 

1s（n = 1，l = 0） 

2p（n = 2，l = 1） 

(a) 

(c) 

(b) 



－42－

津 山 高 専 紀 要　 第６２号　（２０２０）

－43－

 図 4 では，動径成分の例を描いている．点線は

波動関数の動径成分𝑅𝑅(𝑟𝑟)，実線は電子の確率密度

関数  𝜌𝜌(𝑟𝑟)  の様子である．横軸はボーア半径  𝑎𝑎0  を

単位とした原点からの距離である．縦軸は  𝑅𝑅(𝑟𝑟) と  

𝜌𝜌(𝑟𝑟) であるが，この 2 つのスケールは異なる．動

径方向の波動関数は次の通りである． 
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2p 軌道 
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ここで，𝑅𝑅10  と𝑅𝑅21  は５．（１）で考察した r = 0 近

傍で r のベキの解であるが，𝑅𝑅20はベキ多項式の解

である． 
 

６．結   言 

 
 本研究調査報告では，シュレーディンガー方程

式の適用例として水素原子のエネルギー固有値問

題を取り扱った．計算の行間はかなりあるが，動

径方向と角度方向の波動関数について，初等関数

で具体的に確認しながら，主量子数 n，方位量子

数 l，磁気量子数 m の関係を導出した． 
 計算の確認部分を学生への演習として，具体的

な計算で量子力学基礎を教育したい．また，ルジ

ャンドルの陪関数とラゲールの陪多項式の一般形

についても分かり易い説明に取り組みたい． 
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