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１．緒 言 

 

 ランダム行列理論は，確率変数（乱数）を要素

にもち基本的な対称性を満たす行列の固有値統計

理論である．1928 年にジョン・ウィッシャートに

より数理統計学の分野にウィッシャート行列とし

て導入され，1950 年代にユージン・ウィグナーは

ランダム行列の原子物理学への適用を行った．ラ

ンダムな行列要素とエルミート対称性の仮定によ

り，エネルギー準位やその間隔の分布の統計的性

質，それらの普遍性やその要因などを研究した． 

 ランダム行列理論は原子核物理学の他に，整数

論におけるリーマン・ゼータ関数の零点分布の統

計的性質を再現することから数論への寄与があり，

量子カオス，物性物理学，さらに金融工学，複雑

ネットワーク，無線工学，生態学，遺伝子工学な

どの研究にも応用されている． 

 代表的なランダム行列として，1962 年にフリー

マン・ダイソンにより導入された行列要素の確率

分布にガウス分布を使用しているガウス型ランダ

ム行列がある．ランダムな行列要素を持つ行列 X の

ダイソン指標β次のガウス型確率密度関数 

 
 
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 

2exp Tr
2

p X C X  

のランダム行列理論について，ダイソンは 

β=1 のとき ガウス型直交アンサンブル（GOE: 

Gaussian Orthogonal Ensembles） 

β=2 のとき ガウス型ユニタリアンサンブル

（GUE: Gaussian Unitary Ensembles） 

β=4 のとき ガウス型シンプレクティックアンサ

ンブル（GSE: Gaussian Symplectic Ensembles） 

と名付けた．ガウス型直交アンサンブルは実対称

行列，ガウス型ユニタリアンサンブルは複素数の

要素をもつエルミート行列，ガウス型シンプレク

ティックアンサンブルは四元数の要素をもつ自己

双対エルミート行列を扱う． 

素粒子論の格子ゲージ理論，特に格子 QCD

（量子色力学）は非摂動領域の情報を得るための

強力な手段である．文献 1)～4)では，高温・高密

度領域におけるディラック演算子の固有値密度関

数について，格子 QCD による数値計算とカイラ

ルランダム行列模型をフィッティングさせ，パイ

オン崩壊定数などを調べている． 

 ディラック方程式の固有値密度関数，および第

1，第 2，第 3 固有値密度関数が非常によく一致す

る．莫大な計算機リソースを費やさなくても，カ

イラルランダム行列模型では物理系の全体の対称

性から重要な物理量を導出できてしまう．非常に

魅力的である．しかし，物理系の対称性を仮定し

て，確率密度関数から固有値密度関数をどのよう

に導出するのかが難解である． 
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 本稿では，ランダム行列理論の教育的利用を目

指し，簡単な例としてガウス型直交アンサンブル

を取り扱う．ランダムな N×N 実対称行列を実直交

行列で対角化し，ヤコビアンから固有値の確率密

度関数を求め，𝑁 → ∞ の極限を取ることで普遍性と

して現れるウィグナーの半円則を導出する．基本的に

文献 5)の方法で，理解のため具体的を加えて説明する．

さらに，N (N+1) / 2 個のガウス分布に従う擬似乱数

を確率変数とする N×N 対称行列の固有値分布を

計算機シミュレーションで計算し，ウィグナーの

半円則と比較する． 

 

２．ランダム行列理論 

 

２．１ 行列要素で表現 

 ランダム行列アンサンブルは，行列要素 x が確率密

度関数に従って分布している行列の集合である．平均

0 で分散σ2のガウス分布の確率密度関数は 

2
2
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1
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で与えられる． 

 ランダムな 2×2 実行列 X の行列要素 𝑥𝑖𝑗  が独立に

分散 1のガウス分布をする場合を考える．行列 Xは 

 11 12
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X

x x
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と書ける．確率密度関数 p(X) は 
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で与えられる．ここで (dX) は測度 

  11 12 21 22
d d d d dX x x x x  

である． 

 2×2実対称行列 Xを考える．対角要素 𝑥11  と 𝑥22  を

分散 1，非対角要素 𝑥12 = 𝑥21  を分散1 2⁄  のガウス分

布とすると，確率密度関数 p(X) は 
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で与えられる．ここで (dX) は測度 

   11 12 22
d d d dX x x x  

である． 

 測度 (dX) を固有値変数および固有ベクトル変数に

変換して固有値分布を知りたい．実対称行列について

は実直交行列で対角化できる．特に 2×2 実対称行列

は 2 次元回転行列で対角化でき，測度 (dX) を固有値

変数λ1，λ2 および回転角θに変換するヤコビアンを

計算するのは容易である（２．３(1)）． 

 

２．２ 固有値で表現 5) 

 

 ランダム行列理論の目的は，対称性をもつランダム

な行列要素を与えて，固有値の分布を知ることである．

𝑁 → ∞ 極限により普遍性として現れる固有値密度関

数や相関関数から物理量の予言が期待される． 

（１）ガウス型直交アンサンブル  一般化したラ

ンダムな N×N 実対称行列 Xのガウス型直交アンサン

ブルについて，具体例も交えながら議論を進める．対

角要素の分散を 1，非対角要素の分散を1 2⁄  とする．

確率密度関数 
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を固有値変数および固有ベクトル変数に変換して固有

値分布を知りたい．そのために測度 (dX)  

 


 
=1

d d d
N N

ii ij

i i j

X x x  

がどのように変換されるかが問題である．ヤコビアン

の計算をする． 

実対称行列 Xは N×N実直交行列Oで 

  TX OEO  

のように対角化できる．ここで，対角行列 E は実対称

行列 Xの実固有値 𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑁  を対角成分にもつ． 

 T T Td d d dX OEO O EO OE O    

Oは直交行列だから，𝑂T = 𝑂−1より 

   T T Td d d dO XO O OE E E O O  

また，𝑂T𝑂 = 𝐼 より 

   T T Td( ) d dO O O O O O 0  

従って 
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   T T Td d d dO XO O OE EO O E   (1) 

を得る． 

（２）関係式 (𝑶𝐓𝐝𝑿𝑶) = (𝐝𝑿)    (2) 

これが示せれば，式(1)と合わせて，測度 (dX) を固有

値変数および固有ベクトル変数の測度に変換するヤコ

ビアンを計算できる． 

 関係式を N×N 実対称行列の独立な 𝑁(𝑁 + 1)/2 個

の行列要素の外積で表現すると 

 
 
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ij ij
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となる．ここで 𝑞(𝑂) は ∏ [𝑂Td𝑋𝑂]𝑖𝑗
𝑁
𝑖≤𝑗  を ∏ [d𝑋]𝑖𝑗

𝑁
𝑖≤𝑗  

に変数変換する際のヤコビアンであり，𝑁(𝑁 + 1)  次

の同次実係数多項式である．具体的な計算例を補遺 1

に示す． 

補遺 1 の方法から，ヤコビアン q は一般的な N

×N行列 M1，M2に対し，分配則 

 
1 2 1 2

( ) ( ) ( )q M M q M q M  

が成り立つことが分かる． 

 直交行列Oはユニタリー行列Uを用いて 

 †O UDU  

のように対角化できる．ここで D は対角行列である． 

 補遺 1 の方法を考えると，𝑞(𝐼) = 1 および 𝑞(𝐷) =

(det𝐷)𝑁+1
 は容易に理解できる．また，行列 O は直交

行列であるから det𝐷 = 1 である．これらの諸性質よ

り 

 

† †

† 1

† 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (det )

(det( )) (det ) 1

N

N N

q O q UDU q U q D q U

q U U q D q I q D D

U OU O



 

 

  

  

 

従って，測度の関係式 (𝑂Td𝑋𝑂) = (d𝑋)  が理解でき

る． 

 （３）確率密度関数 p({𝝀})   式(1)と(2)より 

  T T(d ) ( d d d )X O OE EO O E  

である．式(1)の行列の i，j成分を計算すると 
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となる． 

 N×N 実対称行列 X の測度を固有値変数および固有

ベクトル変数に変換した測度は 
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以上より，N×N 実対称行列 X のガウス型直交アン

サンブルの固有値変数および固有ベクトル変数の確率

密度関数は 
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となる．ここで，{𝜆} は固有値の集合 {𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑁} を

表している．C は定数である． 

 固有値の確率密度関数は 
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である． 

 

２．３ 測度の具体例 

（１）2×2 実対称行列 X  2×2 実対称行列と

対角行列，2 次元回転行列を 
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とする．このとき 
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 上三角成分の外積からヤコビアンが  |𝜆1 − 𝜆2| と

求められるので，測度は 
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d | |d d dX        

となる． 
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（２）3×3実対称行列 X  補遺２に示す． 

 

２．４ N  極限 5), 6) 

式(3)の，𝑁 → ∞ 極限を考えたい．書き換えると 
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となるので，固有値の集合 {𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑁} の関数𝐻({𝜆}) 

を 
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とおくと，固有値の確率密度関数は 
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と書ける． 

𝑁 → ∞ の極限に対し，𝐻(λ)の第 1 項は N 個の和，

つまり N のオーダー，第 2 項は 𝑁(𝑁 − 1) / 2 個の和，

つまり N 

2のオーダーとなるので，極限を取り難い．

そこで，スケーリング 
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この第 2 式の第 3 項は固有値に依存しないので除いて

議論する．従って 
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とおくと固有値 {𝜆̂1, ⋯ , 𝜆̂𝑁} の密度関数は 

  2 ˆˆ ˆ({ }) exp ({ })p C N H    

となる．𝑁 → ∞ の極限では  δ𝐻̂(𝜆̂)を 0 にする停留

点の付近からの 𝑝(𝜆̂) への寄与が支配的である．そこ

で，固有値の集合  {𝜆̂1, ⋯ , 𝜆̂𝑁}  の停留点の条件 

δ𝐻̂(𝜆̂) = 0 ，即ち 
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を満たさなければならない．右辺の j についての和で

は同じ固有値の値も出現する．𝑁 → ∞ において，固

有値密度関数 𝜌(𝜆̂) を考慮し，リーマン積分の定義か

ら，積分方程式 
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を得る．ここでは，^記号を外して表現している．

これは  𝜌(𝜆) のヒルベルト変換として知られる積

分変換となっている．この解は 
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である．これを式(5)の右辺に代入してヒルベルト

変換を確認することができる．また，規格化条件 

   



 ( )d 1  

を満足する．以上により，式(6)で表されるウィグ

ナーの半円則を導出できた． 

 ここで示したガウス型直交アンサンブルの他の

ユニタリアンサンブル，シンプレティックアンサ

ンブルでも全く同様のヒルベルト変換が得られ，

ウィグナーの半円則が成り立つ． 

 ガウス型でない場合も，対応するヒルベルト変

換が分かれば，固有値密度関数を求めることがで

きる． 

 

３．計算機シミュレーション 

 

 N (N+1) / 2 個の平均 0 で分散1 2⁄  のガウス分布に

従う擬似乱数を確率変数とする N×N 対称行列の

固有値（実数）分布を計算機シミュレーションで

試行する．シミュレーションは PC 上でプログラ

ミング言語 Python を用いて行った．Python と拡

張モジュール NumPy を用いると行列の固有値お

よび固有ベクトルを容易に求めることができる． 

図 1～図 4 は，それぞれ，N =50, 100, 150, 2000

の場合に対応する．実線の半円は式(6)を表している．

各 Nについて，実対称行列の固有値は N個である．

ヒストグラムの幅は，固有値の最小値と最大値の間隔

図 1 50×50行列 
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を図 1～図 3 では 20 個，図 4 では 40 個の小区間に分

けている．縦軸は固有値密度関数ρ，横軸は式(4)に従

ってスケーリングした後の固有値λである．  

 N の増加に伴って，分布の形が半円状に収束し

ていくのが分かる．ただし，ヒストグラムはただ

一つのランダム行列 X に対するものであり，多数

のランダム行列のアンサンブル平均ではない．こ

のように，一つのランダム行列でアンサンブル平

均の性質が再現することを自己平均性という． 

 

 

 

４．結   言 

 

 多方面への応用が期待されているランダム行列

理論の教育的利用を目指して，ガウス型直交アン

サンブルのウィグナーの半円則の導出について具

体例を交えて説明した．さらに，N (N+1) / 2 個のガ

ウス分布に従う擬似乱数を確率変数とする N×N

対称行列の固有値分布をプログラミング言語

Python により計算機シミュレーションで計算し，

ウィグナーの半円則と比較した． 

 普遍性として，正方ランダム行列のウィグナー

の半円則の他に，長方ランダム行列のマルチェン

コ－パスツール則，さらに円則，楕円則，固有値

密度関数のゆらぎなど興味深い 5) ~ 9)． 

 今後は，高専学生がランダム行列理論を理解し

易い（あるいは理解した気になる）説明やテキス

ト，物理学や生態学などの問題に適用するための

手順書をまとめたい． 
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図 3 150×150行列 

図 2 100×100行列 
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補遺１：2×2実対称行列 Xの同次実係数多項式 

𝒑(𝑿) の例 

 

 2×2 実対称行列と 2 次元回転行列を 

 11 12

12 22

x x
X

x x

 
  
 

，
 

 

 
  
 

cos sin

sin cos
O  

とする．このとき 

11 12 T

12 22

11 12

12 22

d d
d

d d

d dcos sin cos sin

d dsin cos sin cos

x x
O XO

x x

x x

x x

   

   

  
 

  

    
     

    

 

を計算すると 

11 11

12 12

22 22

1 cos2 1 cos2
sin2

2 2d d
1 1

d sin2 cos2 sin2 d
2 2

d d
1 cos2 1 cos2

sin2
2 2

x x

x x

x x

 


  

 


  
 

    
          
           

 

        (補 1) 

となる．独立な 2 × (2 + 1) 2⁄ = 3 個の行列要素の外

積で表現すると 

11 12 22

11 12 22

11 12 22

d d d

1 cos2 1 cos2
sin2

2 2

1 1
sin2 cos2 sin2 d d d
2 2

1 cos2 1 cos2
sin2

2 2

( )d d d

x x x

x x x

p O x x x

 


  

 


   

 

   

 


  
 

となる．P(O) は 2θでなくθの三角関数の 2 × (2 +

1) = 6 次の同次実係数多項式である．具体的に計算す

ると 𝑝(𝑂) = 1 となるので 

 
11 12 22 11 12 22

d d d d d dx x x x x x        

つまり 

 T( d ) (d )O XO X  

が分かる．さらに，𝑂 = 𝑂1𝑂2  と置き，式(補 1)を考

えると 

 
1 2 1 2

( ) ( ) ( )p OO p O p O  

が分かる． 

 

補遺２：3×3実対称行列Xの測度の計算例 

 

3×3 実対称行列と対角行列を 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

x x x

X x x x

x x x

 
 

  
 
 

，
1

2

3

0 0

0 0

0 0

E







 
 

  
 
 

 

とする．x，y，z 軸周りの回転行列 

1 1 1

1 1

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

R  

 

 
 

  
 
 

 

2 2

2

2 2

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

R

 

 

 
 

  
  

 

3 3

3 3 3

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

R

 

 

 
 

  
 
 

 

を組み合わせて，3 次元回転行列を，𝑂 = 𝑅3𝑅2𝑅1  

とする．式(1)を計算して式(補 2)を得る． 

式(補 2)の上三角成分の外積からヤコビアンを求

めると，測度は 

  1 2 1 3 2 3 2

1 2 3 1 2 3

d | || || |cos

d d d d d d

X       

     

   
 

となる． 

 

 

              (補 2) 

T T T

1 1 2 1 2 3 1 2 1 3 1 2 3 1 2

1 2 1 2 3 1 2 2 2 3 2 3 1

1 3 1 2 3 1 2 2 3 2

d d d d

d ( )(cos cos d sin d ) ( )(sin cos d cos d )

( )(cos cos d sin d ) d ( )(sin d d )

( )(sin cos d cos d ) ( )(sin d

O XO O OE EO O E

              

            

          

  

        

        

      
3 1 3
d ) d 

 
 
 
  
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