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Conjunction calculation of planets using Kepler's equation
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We wish to introduce a method of calculating planetary orbits for the purpose of furthering Kosen students' astronomy 
education. We will calculate planetary orbits and the conjunction of planets using Kepler's equation. We explain the 
derivation of Kepler's equation, the calculation of the position of a planet on the orbital plane, and the calculation of its 
position in three-dimensional space. As a specific example, we made a simulator that can visually confirm the conjunctions 
between the Earth and Mars.
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１．緒 言 

2018 年 7 月 31 日に火星が地球に最接近し，大

きな話題となった．会合周期は約 2 年 2 ヶ月では

あるが，近日点側と遠日点側とで違いがある．こ

れはケプラーの第 2 法則（面積速度一定の法則）

から定性的には理解できるが，初学者にとっては

どうやって計算するのかと疑問に思う所である．

惑星の軌道計算は，天文に興味のある高専学生に

とって有効だと考える．そこで高専学生の教育も

兼ねて，ケプラー方程式を用いて，惑星の軌道と

会合を計算したい．

 プラネタリウムソフトで火星との会合の様子も

シミュレーションできる便利な時代である．2010
年の福島大の中村泰久氏グループの教育的なシミ

ュレータ 1) なども作成されてきた．また，惑星の

軌道計算について，大学の天文系学科では，書籍

を読めば分かることについては教育しないとも聞

く．しかし，身近な惑星の軌道計算を試すことに

意味があるだろうし，天文に興味を持っている高

専 3 年生への探求テーマとして良いのではないか

と考える．

 1800 年頃，ニュートンの運動の法則や万有引力

の法則に基づいて天体の運動と力学を研究する天

体力学の手法が始まった．近代天文学とも呼ばれ

る天体物理学と対比して古典天文学とも呼ばれる

ことがあるが，新天体の軌道計算や惑星探査機の

軌道決定など，欠くことのできない天文学の基礎

である．

 太陽と惑星という 2 つしか天体のない 2 体問題

の場合，一般的に解くことが可能で，惑星は太陽

を焦点とする楕円あるいは放物線，双曲線の軌道

上を運動する．3 つの天体が万有引力を及ぼしな

がら運動する 3 体問題は，特別な制限条件の場合

を除き，一般的に解くことができない（アンリ・

ポアンカレ）．

 惑星は太陽を焦点とする楕円軌道上を運動する

が，実際は他の惑星・小惑星・衛星からの摂動力

を受け軌道が変化する．そこで，2 体で計算した

上で，摂動力による軌道の修正を行う 2)．歴史的

な事例を紹介する．1781 年に天王星が発見されて

から，観測される天王星の軌道が天体力学の計算

に合わないのはその外側にさらに惑星があるため

だと考えられていた．イギリスのジョン・アダム

ス，またフランスのユルバン・ルベリエが天体力

学によりその位置を手計算し，ルベリエの依頼を

受けたドイツのヨハン・ガレが，1846 年 9 月 23
日ベルリン天文台での観測で海王星を発見した 3)．

 本稿では，地球と火星の会合の実際，軌道平面

上での惑星の位置，惑星の運動を決めるケプラー

方程式の導出，計算方法 4) および十進 BASIC で

作成したシミュレータについて報告する．

２．地球と火星の会合の実際 

高校「地学」教科書に載っている方法を紹介す

る．図 1 のように，火星と地球は太陽を中心とす

る円軌道上を運動するとし，その公転周期として
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図 3 楕円軌道 

地球の公転周期 E = 365 日

火星の公転周期 P = 687 日

を用いる．地球と火星の角速度の差に会合周

期 S を掛けると，火星に対して地球の進んだ

角が 360°となるから，公転周期は以下のよ

うに計算できる．

360 360 1 1 1360

779 2 1.6 2 2

S
E P E P S
S

 
      

 
   日 年 ヶ月 約 年 ヶ月

 実際は地球と火星は太陽を一つの焦点とする楕

円軌道を描くから，図 2（データは国立天文台

Web ページ 5）を参考）のように，地球と火星の実

際の会合周期は近日点付近で 2 年 2 ヶ月余り，遠

日点付近で 2 年 1 ヶ月余りのようにかなり違う．

３．軌道平面上の惑星の位置 

 
惑星 P は，焦点 F に静止している太陽の周りで

楕円軌道を描くとする．図 3 のように楕円の中心

を O，軌道長半径 OA を a，軌道短半径を b とす

る．点 A は惑星の近日点，点 A は遠日点である．

軌道短半径 b の代わりに離心率 e

 
2

21 be
a

 

を用いることができる．焦点 F を原点とした惑星

P の軌道平面上の位置ベクトルを r = (x, y, 0) とす

る．惑星が反時計回りに回転しているとして∠

AFP を真近点角 f として，極座標では太陽からの

距離 r とともに用いる．

 楕円の外側に半径 a の補助円を描いている．y
軸と平行で点 P を通る直線が補助円と交わる点を

P´とする．∠AOP´を離心近点角 u とする．この表

記法で，惑星 P の座標および動径は

 
  
 

cos cos
sin sin

x a u ae r f
y b u r f

(1)

    2 2 (1 cos )r x y a e u (2)

で与えられる．

４．ケプラー方程式 2) 

 
ケプラーの第 2 法則によると，惑星が一定時間

に掃引きする軌道面の面積は常に一定である．こ

れを真近点角 f と時間 t の関係として表現するも

のがケプラー方程式である．

図 2 最接近時の地球と火星 

図 1 火星との会合 

図 4 楕円軌道と x y 座標 
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惑星の質量を m とする．図 4 のように点 P の惑

星がt 後に点 P´へ移動してできる扇形 PFP´´の面

積W は

 


  21
2 2
ΔtΔW r Δfr v

となる．惑星の角運動量を L とし，上式を考慮す

ると，面積速度は


    21 .

2 2 2
dW L dfr const c
dt m dt

r v (3)

となり，角運動量 L の保存を確認できる．時間 t
で積分すると

   0( )W c t t

となる．時間 t = t0 のときに，惑星は近日点 A 上

にある．t − t0 が惑星の公転周期 T となるとき，W
は楕円の面積となるから W = ab である．次に，

惑星の平均角速度として平均運動 n = 2/ T を導入

すると

 2
2

ab nabc L mc mnab
T


     (4)

通常は，式(2)の真近点角 f の時間微分を離心近

点角 u の時間微分に変換して，ケプラー方程式を

導出するが，ここでは式(1)により，惑星の角運動

量 L を離心近点角 u で表す方法をとる．従って，

図 4 でなく図 3 の離心近点角 u を考えることにな

る．式(1)から計算した角運動量ベクトル

0, 0, (1 cos )dum mab e u
dt

     
 

L r v

より，その大きさ

    (1 cos )duL m mab e u
dt

r v (5)

を得る．式(4)と(5)より

  (1 cos )due u n
dt

これを時間 t で積分して，ケプラー方程式

    0sin ( )u e u n t t

を得る．ここで，平均近点角 n ( t − t0 ) は，惑星が

平均角速度 n で回転するとしたときの時間 t にお

ける仮想的な角度であり，これと離心率 e を既知

としてケプラー方程式を解き，厳密な離心近点角

u を求める．

５．計算方法 2), 6) 

 

５．１ 軌道平面上の位置 

 惑星軌道の離心率 e，長半径 a，公転周期 T，近日

点通過時刻 t 0（ユリウス日）を与える．ケプラー方程

式は通常解析的に解けないので，ニュートン法で数値

的に解き，時刻 t における離心近点角 u を求める．時

刻 t の離心近点角の初期値として平均近点角 n ( t – t 0 )
を与え，ケプラー方程式を満足する離心近点角 u を求

めるという考え方である．

① u0 = n ( t– t 0) ，また，F (u) = u − e sinu − n ( t − t0 )
と置く．

② 次のルーチンを繰り返して，収束解を得る．

  
  

1
( )
( )

n
n n

n

F uu u
F u

 

5 回程度で容易に収束する．次に，離心近点角 u を

式 (1) に代入して，時刻 t における軌道上の惑星の座

標 ( x, y, 0) を得る．

５．２ ３次元座標系での位置 

図５の X−Y 平面を黄道面とする．軌道面が X−Y 平

面と成す角（軌道傾斜角 I ），春分点から昇交点まで

の角（昇交点経度），昇交点から近日点までの角度

（軌道面での楕円の向きを決める近点引数）を用い

る．

 図 5 より，以下のように回転させることで，楕円軌

道の x 軸が黄道面の X 軸に一致することが分かる．

① 楕円軌道の z 軸について，正の向きからみて時計

まわりに近日点引数ωだけ回転させると FA 方向の

x 軸が昇交点の方向 FN にくる．

② ①の回転で移動した x 軸について，正の向きから

みて時計まわりに軌道傾斜角 I だけ回転させると，

x-y 平面が X-Y 平面に一致する．

③ ②の回転で移動してきた z 軸（=Z 軸）について，

正の向きからみて時計まわりに昇交点黄経Ωだけ

回転させると近日点方向の x 軸が黄道面上の X 軸

方向となるように軌道がくる．

図 5 ３次元空間における軌道 
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i 軸まわりに角θ回転させる回転行列を Ri ()として

軌道面上の惑星の座標 (x,y,0) を

 

 
 

 
 

   
         
   
   

  
     
  
  

  
  
  
  
  

3 1 3( ) ( ) ( )
0

cos sin 0 1 0 0
sin cos 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cos
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1 0

X x
Y R R I R y
Z

i i
i i

x
y

により回転させることで，３次元座標系における

惑星の座標 (X, Y, Z) を得る．

５．３ 地球と火星の会合 

設定する時間間隔で地球と火星の３次元座標を

計算し，両惑星間の最少距離から，会合を判断す

る．

６．シミュレータ 

６．１ 惑星の軌道要素 

 惑星の軌道は，太陽を焦点の 1 つに置く楕円で

ある．3 次元空間内の楕円軌道とその軌道上の惑

星の位置を表すためには，軌道長半径 a，離心率

e，昇交点黄経Ω，軌道傾斜角 i，近日点引数ω，

近日点通過時刻 t0 の 6 つから成る楕円軌道の軌道

要素が必要である．

表 1 地球と火星の軌道要素（理科年表 2010 7）より） 

惑星 地球 火星

a（天文単位） 1.0000 1.5237
e 0.0167 0.0934

i（°） 0.001 1.849
ω（°） 102.972 336.107
Ω（°） 174.848 49.527

T（太陽年） 1.00004 1.88089

 軌道長半径 a，離心率 e で楕円軌道を決め，近

日点通過時刻 t0 により楕円軌道上の惑星の初期位

置を決める．次に，ケプラー方程式を解くことに

より任意時間 t における楕円軌道上の惑星の位置

が正確に決まる．さらに，昇交点黄経Ω，軌道傾

斜角 i，近日点引数ωにより 3 次元空間内の楕円

軌道と惑星の位置が決まる．

 2 体問題によって惑星の位置計算をするために

は，これら 6 つの軌道要素の具体的な値が必要で

ある．軌道要素は地球の歳差運動により少しずつ

変化する．今回は 2010 年頃から現在の 2018 年頃

までの位置計算を試したいので，表 1 の理科年表

2010 のデータを使用する．

 理科年表には近日点通過時刻 t0 でなく，ある時

点での平均近点離角が掲載されている．初期時刻

を決める場合，軌道計算のためには，その時刻の

正確な離心近点角 u あるいは真近点角 f が必要で

ある．

 ここでは第 4 章で説明した地球と火星のそれぞ

れの近日点通過時刻を考えたい．そこで，国立天

文台 Web ページに掲載されている表 2 の数値を使

用する．

表 2 地球と火星の近日点通過時刻（国立天文台Web天象 8）より） 

惑星 地球 火星

日本時間 UT+9h 2010/01/03 09:09 2009/04/21 18:46
ユリウス日 UT 2455199.50625 2454942.90694

 ６．２ プログラミング言語 

十進 BASIC 9) により数値シミュレーションを行

った．十進 BASIC は，文教大学の白石和夫氏に

よって開発されたフリー・ソフトウェアで，数学

教育での利用を目的としている．国際規格の JIS 
Full BASIC に準拠し，方言性を排除した初心者に

やさしい BASIC 言語である．現在は，Windows
版の他に Linux（ x86）版，MAC（ Intel）版，

Raspberry Pi 他版もある．

 スタートメニューに登録する Windows インスト

ール版に加え，登録しないで使用するアーカイブ

版（約 1.4MB）もあるので学生のプログラミング

に便利かと考えた．

６．３ プログラミングの方針 

 以下のプログラミングの方針に沿ってシミュレ

ータを作成する．

① 太陽を焦点とする惑星の軌道運動を 2 体問題

として解き，与えられた時点における軌道上

の惑星（地球と火星）の座標 (x, y, 0) を求める．

② 太陽を 3 次元直交座標系の原点，X-Y 平面を黄

道面，X 軸を春分点方向として，地球と火星の

座標 ( X, Y, Z ) を計算し，地球と火星の間の距

離を計算する．

③ 指定する開始時刻から終了時刻まで，地球と

火星を黄道面上に表示し，時間とともに軌道

上を運動する様子を描画させる．
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６．４ 実 行 例 

 幾つか実行例を紹介する．シミュレーション画

面では，地球と火星の軌道短半径方向をそれぞれ

点線で表し，正方向にラベルを付けている．また

XY 軸の 1 天文単位の位置に目盛を付けている．

 図 6 と図 7 はそれぞれ火星と地球の近日点通過

の様子である．図 8 は春分における地球の位置で

ある．日ごとの計算ではあるが，図 9 の火星最接

近 2016 年 5 月 31 日（距離 0.503au 8））における計

算結果は 0.505au，また図 10 の 2018 年 7 月 31 日

（距離 0.385au 8））における計算結果は 0.386au と

なった．ほぼ実際の様子を再現している．

時間や分単位で計算することもできる．地球と

火星の位置の初期値として表 7 の値を用いている

ためか，非常に時間の精度の良い場合と少々甘い

場合があった．初期値の与え方なども調べたい．

図 6 2009/04/21 18:46 火星 近日点（図は 2009/04/22 
00:00の様子）

図 7 2010/01/03 09:09 地球 近日点（図は 2010/01/03 
00:00の様子）

図 8 2018/03/21春分（図は 2018/03/21 00:00の様子）

図 10  2018/07/31 16:50 火星の地球最接近（図は

2018/07/31 00:00の様子）

図 9  2016/05/31 06:34 火星の地球最接近（図は

2016/05/31 00:00の様子）

－16－

津 山 高 専 紀 要 　 第６０号 　（２０１８）

－17－

ケプラー方程式による惑星の会合計算　佐々井



 高専学生の進んだ天文教育のための惑星軌道計

算に着目している．そのため，ケプラー方程式の

導出および惑星の会合を計算する方法についてま

とめ，地球と火星の会合をビジュアルに確認でき

るシミュレータを十進 BASIC で作成した．

我々にとって一番身近である惑星の軌道計算は

学生の天文教育に有用であると考えられる．また，

そのシミュレータ作成はアルゴリズム理解やプロ

グラミングスキル向上につながる．

今後は本校学生に対して軌道計算の指導を行い

たい．2018 年度の 3 年生に対し試行的に指導する

と，若干の学生はケプラー方程式を解き，惑星の

座標を計算する核心部分のプログラム作成まで短

時間で到達した．しかし，大半の学生については

全体像が見えていないようで，個人差が大きいと

感じた．

本シミュレータについて，地球の歳差運動に加

え，他の惑星・小天体・衛星からの摂動力を考慮

する摂動 2 体問題を踏まえるようブラッシュアッ

プしたい 10)．また，惑星数の増加，視線方向の変

更，地球から天体を見るために地心黄道座標，赤

道座標，地方赤道座標の計算を加えることも比較

的容易だと思われる．

本校学生は Microsoft Visual Studio によりプログ

ラミング教育を受けているので，言語を C++とす

ることも検討したい．また，利用しやすいよう

Web ブラウザで操作できるようにしたい．

謝   辞

本取組は科学研究費補助金（17K01002）を受け

て行ったものであり，ここに謝意を表します． 

参 考 文 献

1) 中村泰久, 長瀧裕二, 福島大学総合教育研究センター紀要,
9 (2010), 
http://www.lib.fukushima-u.ac.jp/repo/repository/fukuro/
R000003916/19-109.pdf (accessed 2018-09-01).

2) 福島登志夫 編, シリーズ現代の天文学 13 天体の位置と

運動, 日本評論社, (2009) 145-159.
3) JAXA 宇宙情報センターWeb ページ「海王星」,

http://spaceinfo.jaxa.jp/ja/neptune.html (accessed 2018-09-01).
4) 佐々井祐二 : ケプラー方程式による惑星の会合計算を試

してみる, 第 32 回天文教育研究会（慶應義塾大学日吉キ

ャンパス）, (2018.8.5) 集録は印刷中.
5) 国立天文台 Web ページ「火星の接近」,

https://www.nao.ac.jp/astro/basic/mars-approach.html (accessed 
2018-09-01).

6) 長沢 工 著 , 天体の位置計算 増補版 , 地人書館 , (2001)
142-153.

7) 国立天文台 編, 理科年表 平成 22 年, 丸善, (2010) 78-79.
8) 国立天文台 Web ページ「天象」,

http://eco.mtk.nao.ac.jp/cgi-bin/koyomi/cande/phenomena_f.cgi
(accessed 2018-09-01).

9) 十進 BASIC のホームページ,
https://hp.vector.co.jp/authors/VA008683/.

10) E. M. Standish : Keplerian Elements for Approximate Position 
of the Major Planets, NASA Web ページ,
https://ssd.jpl.nasa.gov/txt/aprx_pos_planets.pdf
(accessed 2018-09-01).

補遺１：真近点角の時間微分から離心近点角

の時間微分への変換 

 ここでは，式(3)の真近点角 f の時間微分を離心

近点角 u の時間微分に変換することにより，ケプ

ラー方程式を導出する．

 式(1)の x，y 座標の式を時間 t で微分すると

 cos sin sindr df duf r f a u
dt dt dt

     (補 1)

 sin cos cosdr df duf r f b u
dt dt dt

     (補 2)

(補 1)×(-sin f)＋(補 2)×cos f を計算すると

 sin sin cos cosdf du dur a f u b f u
dt dt dt

 

式(1)を用いて cos f，sin f を消去し，式(2)を用

いると

  1 cosdf ab du dur e u b
dt r dt dt

  

df b du
dt r dt

    (補 3)

 また，今回は必要ではないが式(2)を時間 t で微

分すると

 sindr duae u
dt dt



である．次に，式(3)からの

21
2

dfr c
dt



に(補 3)および式(4)の c，式(2)を代入し，時間 t で
積分することで，ケプラー方程式

    0sin ( )u e u n t t

を得る．

７．結   言 
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