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Measurement of principal moment of inertia of  tops 
 

Makoto SATO 
 
  Moment of inertia of tops is measured using a torsional pendulum. Dumping constant of the pendulum can be ignored to 
determine the moment of inertia from pendulum period. The magnitude of three orthogonal  principal moment of inertia 
are measured as a function of length of top axis. When the magnitude of moment of inertia about the top axis exists be-
tween the other two those left, the top will lose its stability of rotation. 
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１．はじめに 

 

 どんぐりに楊枝を刺して独楽として回したことの

ある方は，中央に対称性良く軸を付けたにも関わら

ず回らないという経験をしたことがあるかもしれな

い．また，竹とんぼをうまく細工したにもかかわら

ず空中でバランスを崩して安定に飛ばすことができ

ないという経験をされたことがあるかもしれない．

これらの回転不安定性は，テニスラケット効果とし

て知られる現象と関わりを持つ．テニスラケットの

面を水平にして縦に１回転させると，ラケットのグ

リップを貫く軸回りに勝手に回転して，裏表が入れ

替わる現象である．ラケットの軸回りの慣性モーメ

ントがこの軸に直交する方向の残り２つの慣性モー

メントの値の中間であると回転軸が不安定になる現

象である．これは大変奇妙な現象で，説明には剛体

の回転運動の高度な理解を必要とするが，現象自体

は明確であり，初学者レベルの学生に対して力学へ

の興味を引き付けるのに適した題材であると思われ

る． 

 本報告の目的は，剛体の回転運動に関する一連の

学生実験用テーマを提案することである．楕円形状

の板に軸を付けた独楽を測定対象として，独楽の主

慣性モーメントをねじり振子を用いて測定させ，軸

長の変化に対して，その回転安定性と主慣性モーメ

ントの大小関係を明らかにさせる．この実験は，先

進科学系２年生の理科実験における物理実験のテー

マとして発案したものである． 

 

２．ねじり振子 

 

 直径 20 mm，厚さ 2.0 mm のアクリル円板の中央

にナイロン製３号釣り糸を垂直に取り付け，20 cm 
程度の長さで他端をアクリル板に固定した．これを

ねじり振子とした．回転の運動方程式は次式に表さ

れる． 

 

  
(1) 

 

  
(2) 

 

として，初期のひねり角度を  とすると，任意の

時刻 t における回転角  は次式に表すことができ

る． 

 

       (3) 
 

 ねじりばねの弾性係数 k と減衰定数  を見積もる

ため，直径 50 mm のアクリル円板を取り付け，回

転振動の周期を測定する．回転角の時間変化は，図

１に示す減衰振動となる．減衰振動の n 周期後のひ

ねり角度の最大振幅を n，振動の周期を T とする

と，減衰定数  は次のように表すことができる． 

2
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 ここで，I は慣性モーメント，k はねじりばねの
弾性係数である．ひねり角度 θ に比例した復元トル
クがはたらくと仮定している．また，ナイロン糸の
内部摩擦によるエネルギー散逸による角運動量に比
例した抵抗がはたらくと仮定している．右辺第二項
の定数 2γ は抵抗の比例定数である．以後 γ を減衰
定数と呼ぶことにする．定数２は計算の都合で挿入
した． 
 角振動数 ω を， 
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(4) 
 

 図２の写真に示すように，ねじり振子の直下に接

近して角度を印刷した用紙を置き各周期毎の最大振

幅 n を計測した．また，振動の周期 T を5 周期の時

間から求めた．振動の周期は，T =  6.37 s であっ

た． 

 図３に示すように最大振幅の時間依存性を片対数

グラフにプロットして減衰定数  を求めた． 

 

  ＝ 2.84 × 10-2 s-1  
 

 次に角振動数  と減衰定数  の大きさを比較し，

周期から慣性モーメントを求める際に減衰定数  は
無視できることを確認する．式(3)から分かるよう

に減衰振動の周期は減衰がない場合より長くなる．

角振動数  と周期 T の関係は以下のように表せ

る． 

0

01 ln
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

  
          (5) 
 

 

  
(6) 

 

  
(7) 

 

と見積もられる．したがって，減衰定数  の値は角

振動数  の値に比べて２桁小さいことが分かる．こ

れより，振動の周期  を次式に近似しても十分な精

度が得られることが保証される． 

 

  
(8) 

 

 厚さ 2.0 mm，直径 20 mm と 50 mmのアクリル円

板の慣性モーメントはアクリル板の密度を  = 1.18 
× 103 kg/m3 として，それぞれ次のように見積もられ

る． 

 

 I0 ＝ 3.77 × 10-8 kg m2   

 I ＝ 1.44 × 10-6 kg m2  
 
 これより，ねじり振子の弾性係数 k の値は， 

 

 k ＝ 1.32 × 10-2 N･m/rad  
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Fig. 1  Damped oscillation. 

Fig. 3 Time dependence of amplitude in the damped oscillation. 
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Fig. 2 Experimental set-up for damped oscillation of the 
torsion pendulum. 

Nylon wire 

 Acrylic disc 
Angular scale 

 角振動数 ω と減衰定数 γ の大きさを比較するた
め，次式のように式を変形する． 

 右辺の第一項の値は，周期 T の測定結果より， 
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と見積もることができた． 

 したがって，ねじり振子の下部円板に試料を取り

付け，ねじり振動の周期 T を求めることで試料の慣

性モーメント I を次式から求めることができる． 

 

  
(9) 

 

 

 ３．独楽の慣性モーメント測定 

 

 ねじり振子の周期から慣性モーメントを求める準

備ができた．測定試料となる独楽は アクリル板を

楕円形に切り抜いた板の中央にアルミパイプを差し

こんだものである．独楽の軸を z 軸，楕円板の長軸

を y 軸，短軸を x 軸とする．軸の中央に板を取り付

け，楕円板の中心に独楽の重心を一致させた．図４

の写真のように独楽を粘着剤でねじり振子の取り付

け板に固定する．粘着剤は少量であれば，回転軸の

近傍に位置するので，その慣性モーメントは無視す

ることができる．独楽の重心はねじり振子の糸の延

長上に位置するように取り付ける．ずれていると遠

心力によるトルクで独楽の回転軸がぶれ，正しく周

期を測りにくいだけでなく，平行軸の定理から推測

できるように慣性モーメントが大きく計測される系

統誤差の原因となる． 

 この独楽は，形状の対称性から上記 x 軸，y 軸，z 
軸が３つの主軸であることが明らかである．した

がって，それぞれの主軸回りの慣性モーメントが３

つの主慣性モーメントである．剛体は主軸回りに回

転させると，遠心力によるトルクははたらかず，安

定に回転させることができる． 

 軸長を 2 cm から 10 cm まで 1 cm 刻みで変化させ

て主慣性モーメントを測定した結果が図５である． 

 z 軸回り，すなわち独楽の軸回りの慣性モーメン

トは軸長にあまり依存せず，ほぼ一定の値である．

アルミパイプが長くなっても回転軸からの距離が数 

2

024
kTI I


 

mm と小さいので軸の慣性モーメントへの寄与は小

さい． 

 x 軸回り，y 軸回りではアルミパイプが長くなる

と，ほぼ軸の長さの２乗に比例して慣性モーメント

が増加する．楕円円板の慣性モーメントは，長軸を 
y 軸としているため，x 軸回りの方が y 軸回りより

大きい．その差は軸長が変わっても同じである．測

定試料の楕円独楽は長軸 50 mm，短軸 30 mm の 2 
mm 厚アクリル板に内径 2 mm，外径 3 mm のアル

ミパイプを差しこんで作製してある．板がずれない

よう内径 2 mm のＯリングで板の前後を固定した．

この固定用Ｏリングも独楽の重心の極近傍に位置す

るので，その慣性モーメントは独楽の慣性モーメン

ト測定では無視することができる． 

 軸の長さ L が 4 cm 以下では，z 軸回りの慣性

モーメント Iz が最大，軸の長さが 5 cm から 7 cm で
は Iz は，他の２つの主慣性モーメント Ix と Iy の間の
値となる．軸の長さが 8 cm 以上では Iz が最小とな
る．独楽の回転安定性を軸長を変えて観察すると，L 
= 2, 3, 4 cm，L = 8, 9, 10 cmでは安定に回り，L = 5, 6, 
7 cmでは不安定になることが確認された． 
 このように慣性モーメントの測定結果と独楽の

回転安定性に明確な関係性を見て取ることができ

る．すなわち，主慣性モーメントの大小関係が， 

  
 

 

では，回転は不安定で 

  
  

y z xI I I 

,z y x y x zI I I I I I   

Fig. 4 Experimental set-up for measurement of moment of inertia in 
the oval top. 
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では，安定に回転すると確認することができる．

この一連の実験では試料である楕円独楽の慣性

モーメントの値を適切に設計したことにより，測

定者が実験を遂行する中で独楽の回転安定性と主

慣性モーメントの関係に自ら気付くことができ

る． 

 

４．独楽の主慣性モーメントの計算 

 

 ここでは，実験試料である楕円独楽の設計に関わ

る慣性モーメントの計算方法を示す．楕円独楽の慣

性モーメントは，軸と楕円板の値を合算して求め

る．しかし，単純に軸を太さの無い棒，楕円板を厚

みの無い平板として近似計算すると実際との差が大

きく，慣性モーメントの大小と L の関係を正しく設

定できない．ここでは，軸の太さ，板の厚さを正し

く考慮して算出する必要があり，平行軸の定理など

を駆使して，少しばかり面倒な計算をしなければな

らない． 

 アルミパイプの密度をAl，内半径 a，外半径 b と
して，長さ L のパイプの慣性モーメントは， 

 

  
 

  
 

 

と計算される．楕円板は，アクリル板の密度を，
厚さを t，長半軸を a，短半軸を b として， 

 

  
 

  
 

  
 

 

とそれぞれ計算される．軸と楕円板で同じ a，b を
寸法記号として使っているので注意されたい．図５

のグラフ中の実線は上記式により算出した計算値で

ある．アルミパイプの慣性モーメントの計算で用い

た値は，Al = 2.70×103 kg/m3, a = 1.0 mm, b = 1.5 
mmである．アクリル楕円板では， = 1.20×103 kg/
m3，t = 2.0 mm，a = 15 mm，b = 25 mmである． 

 

５．回転不安定性の原因 

 

 楕円独楽の３つの主慣性モーメントの測定から，

軸回りの慣性モーメントの値が，残り２つの主慣性

モーメントの値の中間にあるとき，回転が不安定に

なる現象を確認した．それではなぜこのような条件

2 2 2 21
2

( ) ( )z AlI b a L a b   

 2 2 2 2 21 3
12

( ) ( )x AlI b a L a b    

2 21
4

( )zI ab a b  

2 21 3
12

( )xI abt a t 

2 21 3
12

( )yI abt b t   のとき，軸回りの回転が不安定になるのか． 

 物体の運動では外力がはたらかない状態で，エネ

ルギーと運動量が保存される．剛体の回転運動でも

同じで，回転の運動エネルギーと角運動量が保存さ

れる．現実の独楽の場合，軸の下端が床面から受け

る摩擦で軸を垂直に戻すトルクがはたらいたり，重

力によるトルクで軸が回転する歳差運動を引き起こ

したりする１）が，ここでは話を単純化するため，

独楽は空中に浮いて回っているとする．回転させた

独楽を空中に投げだすことでこの状況を実現するこ

とができる．また，床面が比較的滑らかであれば床

面との摩擦による回転軸の安定化の作用は小さいの

で，回転安定性についての確認はできる．通常，角

運動量保存則より，軸回りに回転させた独楽はその

回転軸を変化させることなく姿勢を保つと説明され

ることが多い．しかし，エネルギー保存則と角運動

(100) (111) 

(110) 

Fig. 6 Equal energy and angular momentum lines in angular velocity 
coordinate fixed to the body-frame. Left side represents x-z plane, 
and right side represents y-z plane. The initial condition is 0 on z 
axis ( indicated with an arrow on z-axis ). 
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Fig. 7 Three dimensional image of equal energy surface and angular 
momentum surface in angular velocity coordinate fixed to the body-
frame. Angular velocity can change its direction along the crossing 
lines of the two surfaces. However the angular momentum is invari-
ant in the absolute inertia coordinate. Consequently the orientation of 
the top axis (z-axis) will be unstable. 
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量保存則を満足しさえすれば独楽の姿勢，すなわち

独楽に固定した座標で見たときの回転軸を変えるこ

とは可能である．たとえば，逆立ち独楽に見られる

ように回転軸は常に鉛直で一方方向に回転している

（角運動量は保存されている）が，独楽の姿勢を上

下逆転させることができる． 

 初期状態で独楽の軸（ z 軸）回りに角速度 0 で
回転しているとする．角運動量は z 軸方向に L = Iz 
0，運動エネルギーは，K = Iz 0

2/2 である． 

 独楽に固定された主軸方向を直交する３つの軸と

した座標系で，角速度  を 

  
 

 

と表すと，角運動量は， 

  
 

 

と表される．したがって，一般的には角速度  と
角運動量 L の方向が一致するのは主軸方向だけであ

る． 

 回転の運動エネルギー K は， 

 

  
 

 

と表せる．角運動量 L は絶対座標系で保存されるの

で，独楽に固定された座標系で，x 成分や y 成分が

０でない場合，独楽の回転軸が変化することにな

る． 

 角運動量 L 保存則を満足する角速度を独楽に固定

された角速度空間に表すと，角速度ベクトルの先端

は図６の等角運動量面となる２）．図には x-z 平面と 
y-z 平面の断面を左右に並べて表現している．主慣

性モーメントの大きさの大小関係は， 

  
 

 

と仮定している．等角運動量面は慣性モーメントの

逆数に比例した値を持つ．ただし，主軸方向以外で

は角速度と角運動量の方向がずれるのでこの関係は

厳密ではない．同様に，等エネルギー面は慣性モー

メントの平方根の逆数に比例した値を持つ．x 軸方

向では等エネルギー面が外側で，y 軸方向では等角

運動量面の方が外側になる．したがって，等エネル

ギー面と等角運動量面が交わる線が４本存在し，z 
軸上の上下の交点を結んでいる．立体的にこの様子

を表したのが図７である．独楽に固定された座標系

で角速度空間に等角運動量面と等エネルギー面を模

式的に表している．４本の交線は，角運動量保存則

とエネルギー保存則を満足する角速度を与える．し

( , , )x y z  ω

( , , )x x y y z zI I I  L

2 2 21 1 1
2 2 2x x y y z zK I I I    

y z xI I I 

Fig. 8 Disc position dependence of  moment of inertia in circular disc 
tops with axis of different lengths. For axis length 7 cm to 9 cm,  
there exists the position make the rotation of the top unstable.  

たがって，初期に z 軸回りに回転していた独楽はこ

の交差線に沿って角速度を変化させれば上下が反転

して回転することが可能であり，回転軸は不安定に

なる． 

 通常の独楽では z 軸回りの慣性モーメントが最大

かもしくは最小であり，前者では常に等エネルギー

面が等角運動量面の外側にあり，初期状態である z 
軸上での交点以外には角運動量保存則とエネルギー

保存則を満足する角速度（あるいは角運動量）は存

在しない．そのため角速度は z 軸に固定され，安定

に回転する．後者では，大小関係が逆になるだけで

やはり z 軸上の交点以外に条件を満足する角速度

（あるいは角運動量）は存在しないので安定に回転

することになる． 

 ここで説明した実験セットで用意した楕円独楽で

は，軸長が 5 cm から 7 cm の間付近で z 軸回りの慣

性モーメントが残り２つの値の中間になるように設

計してある． 

 円形板で独楽を作った場合，Ix = Iy なので，３つ

の主慣性モーメントが一致した場合にのみ回転軸が

不安定になると推測される．通常はこの状況が偶然

満足されることは稀で，円板独楽の回転が不安定に

なることを経験することはまずない．直径 50 mm 
の 2 mm 厚アクリル円板に内径 2 mm，外径 3 mm 
のアルミパイプを軸とした独楽を構成した場合，回

転軸が不安定になる条件を計算でもとめた．結果を

図８に示す．z 軸回りの慣性モーメントは軸長，板

の固定位置に関わらずほぼ一定である．軸長が 5 
cm 以下，10 cm 以上では不安定になる条件はな

い．回転が不安定になるのは，例えば 8 cm の軸の
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場合，20 mm の位置に円板を固定したときである

ことが図８のグラフから推測される．実際，この条

件で組み立て，円板の固定位置を20 mm の近傍で

微調整しながら回転させると回転が不安定になるこ

とを確認できる． 

 この円形独楽の回転不安定性を実験課題として出

題する場合は，軸の長さを与えて，回転が不安定に

なる円板の取り付け位置を答えさせる問題になる．

慣性モーメントの考察なしで，不安定になる取り付

け位置を試行錯誤で見つけるのは困難である．楕円

独楽の一連の実験と考察を行った後に理解の確認の

ための実験課題として追加すると効果的である． 

  

６．実験テーマとしての利用 

 

 平成３０年先進科学系２年生の理科実験で行う実

験テーマのひとつとして本提案の実験の一部を２コ

マ（90分を2週）で実施した．ひとクラスを８班に

分け，軸長 2 cm から 9 cm を各班が担当して主慣性

モーメントを計測し，データを共有して，図５のグ

ラフを完成させ，独楽の回転安定性との関連を考察

させた．ねじり振子の計測で，弾性係数の見積もり

を正しく行えない班があり，ふた班はデータを出せ

ず，ひと班は傾向からずれた値を報告した．そのた

め，全体の傾向を把握するまでに至らなかった． 

 慣性モーメントの測定自体は振動の周期を計測す

るだけの単純な実験であるが，学生の取り組みを観

察すると正確に測るための工夫が不足している印象

を受けた．例えば，試料を固定するための粘着剤を

配布されたまま慣性モーメントを無視できない量で

振動周期を測定する班が見受けられた．また，主軸

を回転軸にしていない状態で計測したり，周期の計

測でつり合いの位置の通過を基準にしていないなど

の配慮不足があった．正確に計測するために注意す

べき事柄を自ら判断できるためには，測定の目的と

方法を事前に十分理解させることが重要である．次

年度の理科実験では，実験指示書の記述を修正し，

効果的に実験を遂行できるよう改良を行いたい． 

 

７．ま と め 

 

 通常，独楽の形状は回転対称性を持っており，独

楽の軸は主軸のひとつと一致している．これに直交

する残り２つの主軸回りの慣性モーメントは等しい

値を持つため，回転対称性を持った独楽で回転が不

安定になる現象を見ることはまずない．対称性の乏

しい平板の重心に板に垂直に軸を取り付けて独楽を

作った場合でも，大抵の場合，問題無く安定に回す

ことができる．しかし，細工に問題がないにも関わ

らず安定に回転しないことがある．この現象は独楽

の軸回りの慣性モーメントの値が残りの２つの主慣

性モーメントの中間の値になったときに起きる現象

である．この現象は身近に確認できる力学現象であ

るにも関わらずあまり一般には知られていないた

め，系統的な計測と観察から現象を認識させると，

驚きを持って受け入れられる学生実験課題である．

楕円アクリル板に長さの異なるアルミパイプの軸を

取り付けて独楽を構成し，その主慣性モーメントを

ねじり振子の周期から求める実験は，単純ではある

が，減衰振動の実例としても経験させるのに適した

実験テーマでもある． 

 ２年生の理科実験では，計測やデータの解析に主

眼をおいた指導を行っており，物理現象そのものの

学習と理解は後回しにしている．剛体の回転運動は

３年生後期から４年生で学ぶ内容である．また，慣

性モーメントの３次元的な理解は，高専のレベルを

超えたものであるが，適切に概念を伝えて関係式を

与えれば，２学年時の学生実験のテーマとして効果

的に遂行できるものと確信している．引き続き実験

指示書を改良し，実験テーマとしての完成度を高め

る． 
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