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10. 数学と音楽ー音楽理論の圏論的展開 

 

竹内 茂 

 

1  はじめに 

 

前回、前々回の、数学と音楽の更なる続編として、本

プロジェクト主催者の有本教授の勧めに従って、今回

はその最後で取り上げた圏論の入門的理論を、更に敷

衍して展開し、より具体的な対象にどの程度肉薄でき

るか挑戦してみたい。先ずその前に、現代数学におい

て圏論が果たしている役割を概観し、その対比として

音楽における圏論の可能性を、一般論として各論に入

る前に検討する。以下、古典的な数学は対象から除い
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ているので、特に断らなければ、数学と云えば集合論

に立脚した現代数学のことを指す。無矛盾性や不完全

性など、現代の集合論は数学基礎論の立場から見れば、

色々問題を抱えてはいるが、それでも大方の数学者は、

ＺＦ公理系に基づく集合論を基礎とした数学を研究し、

１７～１９世紀の数学者が、後世から見たら容認でき

ない（不完全な）議論をしていたことを自戒しつつも、

自分たちは「正しい」概念と推論に基づく数学を展開

していると信じている。一つだけ（不完全な）古典的

例を挙げるとすれば、関数列の収束についての明確な

条件なしに、積分、微分演算等と極限操作の順序を、

不用意に交換していたこと等がある。２０世紀以降は

そのような初等的な「欠陥」のある議論は、尐なくと

も大学（院）教育レベルでは行われていないであろう

が、研究論文においては、投稿段階で欠陥が見つかる

ことは、昔も今も（本質的に）変わらない。ただ、そ

れらの欠陥は、議論が成立するための条件を明確化す

ることにより、克服されており、数学の厳密性を強化

する上で、歴史的に積極的な役割を果たしている。 

 

 

2  数学と圏論 

 

数学を古典的には代数、幾何、解析、応用数学と４つ

の分野に分類することが、つい最近まで極普通に行わ

れて来た。数学の応用とは何か？ここでは問題にしな

いが、純粋数学に属する代数、幾何、解析は大雑把に

いえば、研究対象の違いによって区分されている。代

数は代数的演算を許容する所謂代数系を、演算の種類

によって数体、環、群などと分け、更に演算の可換性

などを考慮することによって、亜種へと拡張し、その

存在の多様性が研究対象となる。それらの対象が公理

系として定義されたとしても、実際に存在が保証され

た訳ではない。公理系が無矛盾であることは存在の必

要条件ではあるが、十分条件ではないのである。数学

的対象の存在を示す一つの方法は構成的である。その

一例は実数の構成であり、コーシー列による方法と（デ

デキンドによる）有理数の切断がある。因みに、自然

数について古典的に有名なペアノの公理系があるが、

基礎論的にはこの公理系の無矛盾性は証明済みである。

ただそれは、自然数が（集合として）存在するからと

いう事実で代用した訳ではない。（普通の）数学者にと

っては自明？なことでも、（超）数学者の証明の流儀は、

また別物であることの良い見本かも知れない。 

 

一方、幾何は長さや角度、面積、合同、相似など平面

図形の性質を研究することから始まって、より一般的

な空間図形や多様体などの（幾何的な）基本性質や（写

像によって記述される）相互関係が研究対象になる。 

 

最後の解析は本来は研究対象による区別というよりは、

研究方法による分類といった趣が強い。実際フランス

など欧州の多くでは、数学解析という講義題目で微分

方程式、積分方程式などの解析学分野を呼んでいるが、

これは研究対象によってそう呼んでいるというよりは、

「解析的方法」という方法論からそうしているのであ

る。 

 

最後に今までの分類の俎上に上らなかったのが、確率

（統計）、トポロジーと離散・有限数学である。これら

の三つの分野は、上述の古典的な三分野及び統計学と

違い、数学的に現代風に定式化されたのが、２０世紀

以降のつい最近のことである。ただ、（数理）統計学と

（測度論的）確率論の関係は微妙である。前者が現実

世界で生起する数理現象と、直接切り結ぶのに対して、

後者はあくまで純粋数学の枠内で、公理的に定式化さ

れた測度空間の議論である。筆者はどちらの専門家で

もないので、二者の相互交流の現状や問題点について、

正確な議論を提起するだけの素養がない。門外漢とし

て一つだけ言わせてもらえれば、後者は本来数学的な

裏付け・基礎づけが不足していると見られた、古典的

な経験論的頻度主義確率論に基礎をおく、数理統計学

を補強・強化するのが目的ではなかったのか？実際に

そのように機能しているのか、一抹の懸念を抱いてい

る。常に新たな問題を現実の統計学から取り込み、刺

激を受けながら発展しているのであればいいが。（「主

観的」ベイズ統計学と、ここで取り上げている「客観

的」統計学の違いについてはここでは触れない）。離

散・有限数学と違い、トポロジーの発展は正に集合論

に基礎をおく、現代数学の成功の典型のようである。

またこれから音楽圏論を展開するにあたって、よいビ

ジネスモデルともなっている。その成功の一端を掻い

摘んで見てみよう。但し、音楽圏論は分類としては離

散・有限数学に属するので、ここでは一般論を述べる

に止め具体的な議論は次節で論ずる。 

 

日本語訳では位相数学という学術用語が、戦後すぐに

用いられるようになったが、筆者は現今ではトポロジ

ーの用語の方が、優勢のような印象を受けている。グ

ローバリゼーションの潮流の中で、世の中一般が英語

の使用に寛容になった所為であろうか？また「位相」

という言葉が物理学・哲学用語として（全く違った意

味で）屡使われ、誤解を防ぐという積極的意味もある

かも知れない。ここでは敢えて位相数学ではなくトポ

ロジーという用語を用いることにする。歴史的には今

世紀初め、ポアンカレによって、「位置の解析」として

出版された有名な論文を嚆矢とするが、関数解析学で

用いられている関数空間も位相数学の一分野である。

そこではバナッハ空間やヒルベルト空間における（連

続な）線形写像を扱うことが古典的には多いが、位相
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多様体の微分構造やホモトピー、ホモロジーなどを扱

う微分多様体上での議論とは、問題意識や方法など大

分様相を異にしている。ポアンカレが創始したのは、

オイラーにまで遡る所謂位相幾何学の分野であり、単

にトポロジーと云った時はこの分野をさしていうこと

が多い。ここでも特に断らなければ、その意味に限定

して用いることにする。 

 

２０世紀前半以降フランスを中心として、ブルバーキ

と呼ばれる数学者集団が活発に新しい波を数学界に巻

き起こしていたが、それは大学以下の数学教育にも波

及して行った。古典的な数学概念を打破して、集合論

と圏論に基づく数学の新しい組織化である。哲学的に

は１９世紀後半以降の構造主義が、影響を及ぼしてい

ると考えられるが、時代的思潮も背景にはあるであろ

う。これらの方法論や基礎概念が数学全般に本質的な

影響を及ぼした、とまで言い切ることが出来るかどう

か疑問は残るが、尐なくとも主要な分野に非常に大き

な影響を及ぼしたことは疑いない。特に古典的には異

なった分野が、新しい考え方・概念によって強く結び

付けられることになったのは、特筆すべきことである。 

その典型例として、トポロジーと代数幾何学が挙げら

れよう。両者とも基礎的な集合の上に多様体の構造が

入り、その構造が位相的か代数的かの違いがある。ま

た二つの対象を関係づける方法として、構造を保つ写

像（射）を導入する。それら（対象と射の対）によっ

て圏が構成される。前者は位相多様体の圏であり、後

者は代数多様体の圏である。一方基礎的集合の上に二

項演算を導入することによって、群や環が対象として

定義される。また二つの対象を関係づけるために、演

算を保つ準同型写像を射として導入することにより、

群や環の圏が得られる。ここで、種類の異なった圏の

間を取り持つ（共変/反変）函手という概念が導入され

る。例えば位相多様体の圏から群の圏への関手として、

各係数のホモロジー群が得られる。この関手が（共/反、

変）同型かどうかで、二つの圏の相同関係が判定され

る。多くの場合、同型な関手はそんなに簡単に見つか

るものではないが、圏の構造を解明する上では、有力

な手掛かりになる。 

 

 

3  音楽圏論 

 

3.1 用語の統一 

 

音楽と数学に関するこれまでの拙論の中で使用した用

語記号に、不統一が見られるので、ここで再度用語の

再定義及び記号の整理を行い、議論を整理しておきた

い。今（最大の）音楽圏をC で表し、その対象を（個々

の）曲と呼び、P で表す。条件を付与することによっ

て、部分圏が決まるが、その条件はP に付随した（音

楽）形式F で記述される。曲は時間変数 t のn次元ベ

クトル関数で値を音楽群Gにとる。数式で表せば

1( )G S の可換乗法群である。 1S は１次元の球面で

有理数体 または実数体 の単位閉区間の等化空間

と同一視できる。ここでは詳細を省くがF には関数

( )P t の種々の性質が記述されている。その一部を記せ

ば、音価とリズム、音の強弱、使用楽器などの指定が

含まれている。集合論・圏論に基づく対象の数学的表

現は、以下対象間の射を定式化するときに不可欠であ

り、そのために対象である関数の数学的表現は重要で

あるが、今回は紙数の関係で省略せざるを得ない。 

 

 

3.2 部分圏 

 

部分圏についていくつか必要と思われることを述べて

おくと、先ず最初に（楽）曲と雑音の区別が必要であ

る。これは既に[3]でも述べたことであるが、そこでは

どちらかと云うと、常識的な表現で述べていた。しか

し部分圏を構成させるためには、圏論的に意味のある

ような表現で記述する必要がある。このことは、あら

ゆる部分圏を定式化する際に最も重要なことである。

以下に数例を列挙しておく。今回はそれらを定式化す

るための、条件式の明示、およびそれらが部分圏を構

成する要件を満たしていることまでは踏み込まない。

古代音楽、近代音楽、現代音楽、クラッシク音楽、大

衆音楽、民族音楽等が今後考察の対象とすべき部分圏

である。 

 

 

3.3 射と関手 

 

圏の一般論からすれば、射や関手の定義は明確であり、

ここで再論はしないが、音楽圏に適用した時、意味の

ある（自明でない）ものがどの程度存在するかが、当

面の問題である。それらを特徴づける形式F がどのよ

うな構造を持っているか？またその構造と両立する射

をどのように記述するか、具体例に即して調べるなけ

ればならないことは、数学そのものに適用した場合と

同様の問題である。 

 

 

4  Appendix: 指数関数の圏論的定義 

 

上記の音楽理論の圏論的展開とは直接結びつかない議

論だが、古典的な指数関数の解析的定義において、冪

級数展開の便宜上方便として仮定されていたことが、
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集合論の基本的概念を使うことによって、疑問の余地

なく解明されることを示したい。これは又、集合論や

圏論がその創始から１世紀近くを経て尚、有用性を増

していることの証のひとつではないであろうか? 実

際最近のコンピュータではそのような方針でソフトが

プログラムされていることが多く、圏論が計算機理論、

応用数学と相性がよいことを示している [2]。 

以下変数 ,x y は集合の濃度を表す。特に有限集合の濃

度の場合は、自然数を表していると考えてよい。 

 

定義 4.1 指数関数 xy とは、以下の様に定義される。集

合 ,X Y の濃度（基数）を夫々 ,x y で表し、そのことを

,x X y Y  と数式で記述することにする。 X から

Y への写像全体の集合を XY と表すことにする。このと

き 

x Xy Y  

これによって、濃度の指数が定義可能である。 

ここで、0を空集合の濃度として、非負整数集合 0

の最小元0と同一視する。また、空集合の次に濃度の

大きな集合の濃度を1とする。 

 

定理 4.1 このとき、任意の濃度 xに対して、等式 0 1x   

特に 00 1 を得る。 

 

証明  空集合から任意の集合 Aへの写像は唯一空写像

のみである[1]ことからわかる。 
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11. A unifying approach to the spectral-symmetry 

and additivity problems 

in carbon nanotubes and related molecular networks 

via the repeat space theory I 

 

Shigeru Arimoto, Keith F. Taylor , Massoud Amini 

Nobuyuki Fukuda , Mark Spivakovsky, Satoshi Yamanaka 

Masaaki Yokotani and Peter Zizler 

 

1. Introduction 

  

The energy band curves of carbon nanotubes associated 

with repeat sequences (i.e., sequences in the repeat space) 

were first made public by the first author (S.A.) in ref. [1]. In 

ref. [2], the same energy curves were obtained by using the 

symmetry consideration called the spectral symmetry 

technique. Although the method of obtaining the band curves 

in [1] is more straightforward and simple, the method in [2] 

has a heuristic power to discover hidden relationships in 

molecules having spectral symmetry. It is noteworthy that 

the first author found the analytic formulae for the band 

curves of the carbon nanotubes for the first time not by using 

the method in [1] but by using the method in [2] heuristically. 

The counter-chronological publication of the results was due 

to the simplicity of the method in [1], which however lacks  

the heuristic power of the method in [2]. The method in [2] 

originates from the publication [3] by the first (S.A.) and the 

second author (K.T.) of this section. 

  In view of the above situation, here in this section we 

develop a stronger heuristic method of the unifying approach 

to the problems of spectral symmetry and additivity by 

referring to prototypal considerations given in [3]. At the 

same time, we update the approach by employing newer 

repeat space structures given in [4]. 

 

2. Preparation for the unifying approach 

 

We retain the notation in refs. [3,4]. The new notation 

necessary in this article is the following: 

 

Definitions 1. Let t be a positive integer, let s1, s2, …, st be 

positive integers, and let  

           s := (s1, s2, …, st)  
+t 

. (2.1) 

Let  

n := s1 + s2 + …+ st.  (2.2) 

Let W be an n  n complex matrix of the following 

partitioned form: 
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W 

W11 W12 W1t

W
21
W
22

W
2t

Wt1 Wt2 Wtt

























, (2.3) 

 

where Wij are si  sj complex matrices. Matrix W is called a 

plus-chess matrix with partition s if Wij are si  sj 

zero-matrices whenever i – j is an odd integer. Matrix W is 

called a minus-chess matrix with partition s if Wij are si  sj 

zero-matrices whenever i – j is an even integer. 

Let Ch(s)
+
 denote the set of all the plus-chess matrices with 

partition s, and refer to Ch(s)
+
 as plus-chess set with partition 

s. Let Ch(s)
-
 denote the set of all the minus-chess matrices 

with partition s, and refer to Ch(s)
-
 as minus-chess set with 

partition s. 

 

Proposition 1. The notation and the assumption being as 

above, we have 

       (i) Ch(s)
+
 Ch(s)

+
  Ch(s)

+
, (2.4) 

       (ii) Ch(s)
-
 Ch(s)

+
  Ch(s)

-
, (2.5)  

       (iii) Ch(s)
+
 Ch(s)

-
  Ch(s)

-
,  (2.6) 

       (iv) Ch(s)
-
 Ch(s)

-
  Ch(s)

+
. (2.7) 

 

Proof. By the definitions of Ch(s)
+
 and Ch(s)

-
, and by the 

block-wise multiplication of block-matrices, one easily gets 

the conclusion. //  

 

Note that if s = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), then  

 

W
+
 := 

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Ch(s)
+
, (2.8) 

and that 

 

W
-
 := 

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

0 # 0 # 0 # 0 #

# 0 # 0 # 0 # 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Ch(s)
-
, (2.9) 

where symbols # denote arbitrary complex numbers not 

necessarily equal to each other. 

 

Definitions 2. Fix any q  
+
. Let {

NA } = A1, A2, … be an 

infinite sequence of matrices whose Nth term is a qN  qN 

complex matrix. 

 (i) Suppose that there exist v  0
+
, Q-v, Q-v+1, …, Qv  

Mq( ) such that for each N  
+
, 

 
v

j

N N j

j v

A P Q


  , (2.10) 

where PN is the N   N cyclic shift matrix with (PN)ij = 1 if 

j – i  1 mod N; (PN)ij = 0 otherwise. Then, {
NA } is called a 

standard alpha sequence with size (q, 1). The set of all the 

standard alpha sequences is referred to as the standard alpha 

space with size (q, 1) and denoted by X #(q, 1). 

 (ii) Suppose that there exists a Q0  Mq( ) such that for 

each N  
+
, 

 0

0N NA P Q  . (2.11) 

Then, {
NA } is called an independent alpha sequence with 

size (q, 1). The set of all the independent alpha sequences is 

referred to as the independent alpha space with size (q, 1) 

and denoted by Xi(q, 1). 

 (iii) Suppose that there exist positive integers t, s1, s2, …, st 

with q := s1 + s2 + …+ st and W  Ch(s)
+
 such that for each 

N  
+
, 

0

N NA P W  . (2.12) 

Then, {
NA } is called a plus independent alpha sequence 

with size (q, 1)(s). The set of all the plus independent alpha 

sequences is referred to as the plus independent alpha space 

with size (q, 1) (s) and denoted by Xi(q, 1)(s)
+
. 

 (iv) Suppose that there exist positive integers t, s1, s2, …, st 

with q := s1 + s2 + …+ st and W  Ch(s)
-
 such that for each N 

 
+
, 

0

N NA P W  . (2.13) 

Then, { NA } is called a minus independent alpha sequence 

with size (q, 1)(s). The set of all the minus independent alpha 

sequences is referred to as the minus independent alpha 

space with size (q, 1) (s) and denoted by Xi(q, 1)(s)
-
.   

 

For the notions of the standard alpha space X#(q, 1), the 

alpha space X(q, 1), the repeat space Xr(q, 1) with size (q, 1), 

see [4]. (Note: The word ‘generalized’ is omitted in the name 

 Ch(s)-,                     (2.9) 
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of Xr(q, 1) since there is no possibility of confusion with the 

original repeat space.) 

 

Theorem 1. The notation and the assumption being as 

above, we have 

(i)  Xi(q, 1)  X#(q, 1)  X(q, 1)  Xr(q, 1), 

(ii)  Xi(q, 1)(s)
+
  Xi(q, 1), 

(iii)  Xi(q, 1)(s)
-
  Xi(q, 1). 

Moreover, Xi(q, 1), X#(q, 1), and X(q, 1) respectively form 

-subalgebras of X#(q, 1), X(q, 1), and Xr(q, 1). 

 

Proof. (i) Theorem 4.1 in [5] directly implies that X(q, 1)  

Xr(q, 1) and that X(q, 1) is a -subalgebra of the -algebra 

Xr(q, 1). The relations Xi(q, 1)  X#(q, 1)  X(q, 1) are 

clear from the definitions of these three spaces.  

(ii), (iii): Evident. 

Let {
NM }, {

NM  }X#(q, 1) be such that  

 
1

1

v
j

N N j

j v

M P Q


   (2.14) 

for all N  
+
, and 

 
2

2

v
j

N N j

j v

M P Q


    (2.15) 

for all N  
+
. By considering the q q  zero matrices, we 

may assume 
1 2  . Put 

1 2.     

 First, note that X#(q, 1) is closed under addition and 

scalar multiplication: 

 
v

j

N N N j j

j v

M M P Q Q


     , (2.16) 

 
v

j

N N j

j v

kM P kQ


  . (2.17) 

Here, we have used the fundamental property of the 

Kronecker product: 

     kA B A kB k A B     ,  k  ,  (2.18) 

  .A B C A B A C             (2.19) 

Thus, X #(q, 1) a linear subspace of X (q, 1).  

 Second, note that X #(q, 1) is closed under 

multiplication :  

N NM M  = 
v v

j j

N j N j

j v j v

P Q P Q
 

  
   

  
   

=   1 2

1 2

1 2

v v
j j

N j N j

j v j v

P Q P Q
 

     

=  1 2

1 2

1 2

v v
j j

N j j

j v j v

P Q Q


 

   

=
1 2

1 2

2

2

v
j

N j j

j v j j j

P Q Q
  

 
 

 
  .           (2.20) 

Here, we have used the fundamental property of the 

Kronecker product: 

       A B C D AC BD    ,       (2.21) 

 AB + A B  = A (B + B ).        (2.22) 

Third, we check that X #(q, 1) is closed under the  

operation: 

*NM  =  
1

1

*
v

j

N j

j v

P Q


  

     =  
1

1

* *
v

j

N j

j v

P Q


  

=
1

1

*
v

j

N j

j v

P Q



 . (2.23) 

Here, we have used the fundamental property of the 

Kronecker product:  

 * * *A B A B   ,             (2.24) 

and the easily verifiable relation:             

 *j j

N NP P  .  (2.25) 

Therefore X #(q, 1) is a -subalgebra of X (q, 1). 

Similarly, X i(q, 1) is a -subalgebra of X #(q, 1).  // 

 

Theorem 2. The notation and the assumption being as 

above, we have 

  (i)  X i(q, 1)(s)
+
 X i(q, 1)(s)

+
    X i(q, 1)(s)

+
,  (2.26) 

  (ii)  X i(q, 1)(s)
-
 X i(q, 1)(s)

+ 
   X i(q, 1)(s)

-
, (2.27) 

  (iii)  X i(q, 1)(s)
+
 X i(q, 1)(s)

- 
   X i(q, 1)(s)

-
, (2.28) 

(iv)  X i(q, 1)(s)
-
 X i(q, 1)(s)

- 
   X i(q, 1)(s)

+
.  (2.29) 

 

Proof. By using formula (2.21) and considering the 

block-wise multiplication of block matrices, one easily sees 

that (i)-(iv) are true.   // 

 

Theorem 3 (functional alpha existence theorem, 

XHr(q, 1)-C(I) version). Let {
NM } be a fixed element of 

XHr(q, 1), let I be a fixed closed interval compatible with 

{
NM }. Then, there exists a functional   C(I)* = 

B(C(I), ) such that 

Tr ( ) NM

N


 =    1o    (2.30) 

as N  , for all C(I). 

 

Proof. This was proved in Part II of ref. [1]. // 

 

The above Theorem 3 is going to be reproduced as Theorem 

A in Part XVIII of this series. Theorem 3 is the key theorem 

for the unifying approach mentioned in the introduction of 

the present part XVII. The reader is referred to Part II of ref. 

[1] and references therein for the proofs of Theorem 3 and 

similar theorems in the repeat space theory. The reader is 

also referred to ref. [3] for the notions of Xd
+
(q, q) and 

Xd
-
(q, q), which have been generalized in the present paper. 

We remark that the following relations can be easily 

established: 

Xd
+
(q, q) = Xi(q, 1)(

 
(q, q))

+ 
 X(q) 

 Xi(q, 1)(
 
(q, q))

+ 
 XH(q, 1), 
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Xd
-
(q, q) = Xi(q, 1)(

 
(q, q))

- 
 X(q)  

 Xi(q, 1)(
 
(q, q))

- 
 XH(q, 1), 

where q = q + q. 

 

Continued to Part XVIII 
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