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This is the 12th part of the series of articles that records and further develops essentials of the Mathematics and 

Chemistry Interdisciplinary Symposium 2013 Tsuyama, whose main themes were symmetry, periodicity, and repetition. 

The symposium was held on April 5th and 6th in Tsuyama city, Okayama, Japan, in conjunction with the Fukui Project and 

was devoted to the memory of the late Professor Kenichi Fukui (1981 Nobel Prize) who initiated the project. The present 

series also provides challenging cross-disciplinary problems which are directly related to the Fukui conjecture and to recent 

carbon nanotube research. Some of these problems are formulated using mathematical language of unique factorization 

domains (UFD) and related notions, which are not well known among chemists despite the importance of these notions in 

elucidating additivity and high-speed asymptotic phenomena in molecules having many repeating identical moieties. Some 

problems are formulated in terms of Fourier analysis connected to the theory of analytic curves, other problems are 

formulated in connection with the Science-Art Multi-angle Network (SAM Network) Project, which seeks to bridge 

Science and Art (visual, audible, and conceptual art) for a creative collaboration, and is an important part of the Fukui 

Project. 
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I Introduction 

 

 

8.数学と音楽 (2) 

 

現代音楽＝無調音楽と民族音楽、その将来と可能

性 

 

竹内 茂 

 

２．２．音楽圏 

 

本節では、音楽の民族性や普遍性とその将来の可能

性について、圏論を用いて論じてみたい。数学的用語

としての「圏論」は、前世期中期に主にフランスを中

心として、数学の現代化の波の中で起こった考え方で
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ある。時代的な背景としては、マルクス主義の影響を

受けた構造主義哲学がある。圏論誕生の動機は、種々

の数学が色々な公理系のもとに建設されているが、そ

れらの相互の関係を整理することが、第一に挙げられ

るであろう。見かけ上は明らかに異なった対象を相手

にして研究していても、本質的には同じことを研究し

ているのではないか？という疑問に、圏論はしばしば

有益な答えを用意してくれることが分かって来た。謂

わば数学の全体像を見たいという願望への回答である。

したがって分野は違っても、今回音楽（全体）を理論

的に俯瞰するために、有効な方法ではないかと考えた

のである。以下簡単に圏論の復習をする。 

 

定義１(楽曲） 楽曲M （以後単に曲という）は、音

高 h 、音価 v  からなる有界平面上の有限点列

{( , ); 1, , }
M i i

P P h v i n= = = K  で、一定のリズム ( , )r s を

有するものをいう。点を特に音符、点列を音列と呼ぶ。

但しM  のリズム ( , )r s は、音価の列{ }
i
v を小節に分割

し、音価の小節ごとの和が拍数になる。また、曲M の

リズムを s分の r拍子と呼ぶこともある。更に、一般に

はM の音列の全部（または一部）に、速度、強弱の臨

時記号がつけられる場合があるが、記述が複雑になる

ので省略し、それら全体S をさしてM の音楽構造と呼

ぶ。従って曲M とは、特定の音楽構造
M

S S= を持っ

た平面上の（有限）音列P のことである。 

 

定義２(部分曲） 曲M の部分音列P′に構造を制限し

たとき、整合的な構造S ′がS によって誘導されるなら

ば、その対( , )P S′ ′ をM の部分曲といい、 ( , )M P S′ ′ ′=

と表す。または混乱の恐れがなければ、
P

M M
′

′ ′= と表

すこともある。P′上のこのS ′を誘導構造と呼ぶ。 

 

定義３(射） 曲 AからB への射として、音列 AからB

への写像 f であって、音楽構造と両立するもの、即ち

A の f による像に整合的な構造が誘導されているも

のをとる。射が存在するとき、曲 AはB の内部に変形

deform)されたという。 

 

定義４(音楽圏) 音楽圏とは対象が曲で、曲の間の射を

上述のようにとったものからなる。音楽構造の両立の

程度によって、変形の度合いに差が出るのは当然であ

り、音列とその構造のとり方の違いが、各種の圏を生

み出す。同型射(isomorophism)、関手の定義も容易に

類推されると思われるので、ここでは省略するが詳し

くは数学辞典等を参照されたい。 

 

個々の楽曲を対象（object)とし、二つの楽曲間の関

係を規定する射(morphism)という概念を導入すること

によって、その総体が一つの圏(category)を構成する

と考えるのである。哲学の一般用語としては範疇とい

う訳語が categoryに充てられており、哲学者等には今

回の術語の用法に疑問があるかも知れないし、数学者

の間でも既に確立した専門用語の用法として、異分野

である音楽への適用には異論が出るかもしれない。数

学的には主に代数や位相に関する分野で、成功を収め

ている圏論であるが、一方で「真に新しい数学的発見

や創造には寄与していない」という批判も絶えない。

そのような批判は甘受しつつ、音楽への適用を考える

のは、新しい音楽の創造・建設ではなく、既に存在し

ているもの、或いは現に創造途上にある、種々の音楽

相互の関係、系譜を整理して理解する上で、その考え

方が有用であるとの認識に基づく。 

 

２．３．無調音楽からトータルセリアリズム 

 

前節での圏論との関係で無調音楽の発展形態として、

トータルセリアリズム（total serialism、ＴＳと略記）

に触れておくのが、サーベイとしてプライオリティ尊

重の上で公正であろう。射や関手の議論を除いた、対

象だけに限定すれば、それは前節の圏論での議論と本

質的には同等である。文献は挙げないが、前世期初期

シェーンベルクが無調音楽を提唱するのと同じころに、

複数の音楽理論家によって楽曲を（音楽空間における）

点列と同一視するという、完全な数学化の風潮が起こ

った。トータルの形容詞が使われているのは、音高、

音価、強弱、リズム等あらゆる要素を高次元数列から

なる音列として表現しているためで、そのうちの主要

なものだけを座標成分にもつ点列と区別して用いられ

ている。無調性との関係は、古典音楽で謂わばアプリ

オリに自明とされていた、あらゆる約束事を疑ってか

かることから、調性だけでなく和音、リズム等すべて

の要素を、作曲者個人の意思で自由に変えられものと

して、変数化していることから、無調性の更なる過激

化と考えられる。ただ自由化すると言っても、では何

が目的か？という段になると、混迷化する要素を孕ん

でいる。実際それが、現代音楽は作曲者と一部の愛好

家の狭い範囲でしか鑑賞されない、という矛盾を生ん

でいる。古典音楽が１９世紀以降（所謂ポピュラー音

楽程ではないにしても）広範なクラッシック音楽ファ

ンに愛好されているのとは対照的である。自由化によ

って古典音楽の秩序が崩壊し、予備知識の無い聴衆は

何を鑑賞していいか分からず、ただただ難解な音楽だ

という印象を持ってしまう。その根源に音楽・作曲理

論の数学化があると聞けば、数学の悪用と誤解されか

ねない。一部の辛口の作曲家・評論家は現代音楽は死

滅の途上にあるとまで言う。そのような現状を数学者

の側から、ただ傍観するだけでいいのだろうか？古典

主義への回帰現象も見られる（新古典主義）現代音楽

ではあるが、単なるノスタルジアでは、余りに発展性

がないだろう。 
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終わりに 

無調音楽のような現代音楽の萌芽は、既に１９世紀

中ごろから見られ、リストやショパン、ドビュッシー

などが部分的にせよ、調性に囚われない形式の曲を書

いている。本格的な担い手としては、２０世紀に入り

シェーンベルクの他、ストラビンスキー、ペンデレツ

キ、バルトーク、ショスタコーヴィッチなどを挙げる

ことができるが、そのすべてが１２音技法や無調音楽

に熱心に傾倒したわけではないし、中には晩年新古典

主義に回帰し、調性記号付の曲を書いたりしている作

曲家もいる。数学に例えれば、古典的なユークリッド

幾何学の公理系が相対化され、非ユークリッド幾何、

それらを更に止揚したリーマン幾何へと進展していっ

たのとよく似ている。非ユークリッド的なものも、ユ

ークリッド的なものも、より大きな空間に距離同型に

埋め込むことによって、その構造を保ったまま実現で

きる。どのような公理系を採用するかは、何を研究対

象としたいかによって自由に変わる。音楽もそのよう

な公理系選択の自由度を、享受できる時代を迎えてい

ると考えられる。そういう意味で、現代においても古

典的な作風に拘る作曲家がいてもおかしくない。しか

し、時代の風潮を考えると、新古典主義、新ロマン主

義的傾向の人も、頑迷固陋な時代遅れの作曲家と評価

する向きもあろう。実際、現代においてユークリッド

幾何を研究する人は少ない。問題がすべて解決したわ

けではないにも拘わらず、である。 

さて、今のところ、民族音楽を含む現代音楽の、発

展の可能性や方向性について、一般に知られている以

上に、ここで紹介すべきような新しい見方、結果は得

られていないが、今後の課題として、圏論を具体的な

各種の音楽の分類や比較に適用すれば、音楽界の中で

の閉じた体系の議論よりは、方法論的可能性は広がっ

ていくのではないだろうか？例えば、対象と射を適当

にとることにより、音楽圏全体の部分圏として、特定

の民族音楽の圏を考えることや、１２音階の音楽圏の

部分圏として種々の５音階の圏を考えることも可能で

ある。また、古典音楽の圏内で部分圏として各調性ご

とに圏を考え、移調という操作をファンクター（関手）

として定式化することも可能であろう。 

 

バルトークなどの民族音楽の研究において当時問題

になった偏狭な民族主義を排し、寛容で建設的な音楽

理論を打ち立てる上で、圏論という数学的な方法は、

新しい有益な結果をもたらすであろうと信じる。今の

ところ、部分圏の定式化にあたっての課題は、対象や

射を具体的に特定する概念・方法を見出すことである。

バルトーク自身も民謡の採集活動という、フイールド

ワークを熱心に行いながらも、民族性の抽出という作

業を、系統的に行うための理論的指針が見つからず、

苦心したと伝えられている[1]。音楽の専門家の中にも、

種々の数学的手法を用いて作曲したり、曲の解析をし

たりする人は少なくない。彼らの中に圏論の手法が今

後広がることを期待したい。現代音楽が一部のプロの

間の趣味的なものにとどまり、演奏会でも余り演奏さ

れず、大衆的な発展の方向性を見失うのではないかと

危惧している。実際、ＴＳの果たしている役割は、音

列の数式化による、作曲の自動化、コンピュータ化の

促進であって、芸術としての向上発展に寄与している

かどうか、疑わしいと考えるのは筆者だけではあるま

い。ウェブ上では自動作曲ソフトが（フリーソフトも

含めて）広く流布している。作曲の（肉体労働的繰り

返し部分の）負担軽減には、確かに役だっているし、

（音楽より先行しているアニメなどの制作現場を見る

と）いずれ音楽全般の将来もそうなる可能性がある。

真に創造的な芸術的部分と、大量生産可能な消耗品的

部分の区別が必要な所以である。 
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9. Asymptotic Linearity Theorem 

Extension Conjecture (ALTEC) C(I) Version 

and Challenging Problems 

 

Shigeru Arimoto, Masaaki Yokotani 

 Nobuyuki Fukuda, Satoshi Yamanaka 

Mark Spivakovsky, Massoud Amini 

Keith F. Taylor, Peter Zizler 

 

In this section we formulate several challenging 

problems related to the ALTEC. 

 

Let J =[0, 1], let {M
N
} ∈  Xr(1). If for any N ∈   + all 

the N eigenvalues of M
N

  are distinct and contained in J, 

then the sequence {M
N
} is called local. Let λi(MN) denote the 

ith eigenvalue of MN, arranged the in the increasing order: 

λ1(MN) < λ2(MN) < … < λi(MN) < … < λN(MN). 

If {M
N
} ∈  Xr(1) is local and if there exists a 

homeomorphism h: J → J such that 

h(λi(MN)) = (i − 1) /N 

for all 1≤  i ≤  N and for all N ∈  +, then the sequence 

{M
N
} is called unilocal. Let Ul(Xr(1)) denote the set of all 

unilocal sequence in the repeat space Xr(1). Then, we 

consider the following implication: 

Ul(Xr(1)) is not empty. ⇒  Lemma A. 

 

Now we can state our 

 

Challenging problems I. (i) To prove the above implication. 

(ii) To study Ul(Xr(1)). We know that Ul(Xr(1)) is not an 

empty set by the argument given in ref. 1). But, how large is 

it?  

 

Challenging problem II. By using an element of Ul(Xr(1)), 

it was proved in ref. 2) that for ϕ  ∈ AC[0, 1] the real 

sequence EN(ϕ ) := 
1

N

k=

∑ ϕ (k/N) has an asymptotic line. 

Investigate the possibility of using another element of 

Ul(Xr(1)) to prove this fact. 

 

 The following theorem has been established by one of the 

co-authors, Prof. Peter Zizler. Investigate the following 

challenging problems III, IV, …, VII by changing EN(ϕ ) to 

t

N
E (ϕ ). 

Zizler’s Theorem. Let ϕ  ∈ AC[0, 1], let t ∈  [0, 1], and 

let 

t

N
E (ϕ ) := 

1

N

k=

∑ ϕ ((k −  t)/N). 

Then t

N
E (ϕ ) has an asymptotic line. 

 

Challenging problems III. Let βN(T) := EN(T) −  N, where 

T is given by (3.11) in ref. 1). Prove that βN(T) does not 

converge without using Theorem 3.1 in ref. 1). Is βN(T) a 

bounded sequence? 

 

Challenging problems IV. Let β N(K) := EN(K)−  (1/3)N, 

where K is given by (3.12) in ref. 1). A result of numerical 

analysis and its Matrix Art pictures are given in Figs. 1 and 2 

on the following pages. (Cf. also the link called Matrix Art 

related to the ALTEC in ref. 1).) Prove that β N(K) does not 

converge without using Theorem 3.2 in ref. 1). Is βN(K) a 

bounded sequence? 

 

Challenging problem V. Does EN(T + K) have an 

asymptotic line? 

 

Challenging problem VI. Does EN(T −  K) have an 

asymptotic line? 

 

Challenging problems VII. Discuss the similarity between 

the graph of K and the diagonal cross-section of the 

Tsuyama-castle function, and investigate the ALTEC using a 

variety of cross-sections of the graphs of the Tsuyama-castle 

function and its higher-dimensional generalized analogues. 
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Figure 1.  Sequence ( )
N
Kβ  and Matrix Art picture 
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Figure 2. Matrix Art pictures of the sequence ( )
N
Kβ . Observe the rhythmic pattern of the oscillation. 
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