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I Introduction 

 

 

1. Introduction 

 

In April 2013, the Mathematics and Chemistry 

Interdisciplinary Symposium 2013 Tsuyama was held in the 

National Institute of Technology, Tsuyama College, Okayama 

prefecture, Japan. The main themes of the symposium were 

symmetry, periodicity, and repetition. The present series of 

papers records and further develops essentials of this 

symposium, and it also provides challenging cross- 

disciplinary problems in conjunction with the international, 

interdisciplinary, and inter-generational Fukui Project, which 

has also been called the New Frontier Project in recent years. 

Some of these problems are formulated using mathematical 
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language of unique factorization domains (UFD) and related 

notions, which are not well known among chemists despite 

the importance of these notions in elucidating additivity and 

high-speed asymptotic phenomena in molecules having many 

repeating identical moieties. Some other problems are 

formulated in connection with the Science-Art Multi-angle 

Network (SAM Network) Project, which seeks to bridge 

Science and Art (visual, audible, and conceptual art) for a 

creative collaboration, and is an important part of the Fukui 

Project.  

The Mathematics and Chemistry Interdisciplinary 

Symposium was devoted to the memory of the late Professor 

Kenichi Fukui (1981 Nobel Prize) who initiated the 

above-mentioned project. The project focuses especially on a 

new development of the Repeat Space Theory (RST) and its 

guiding conjecture, the Fukui Conjecture, as well as focuses 

on the research of carbon nanotubes, and the ‘Fourier 

analysis’, which is newly linked with the theory of analytic 

curves and resolution of singularities and related methods. 

 

 

２．フーリエ変換と核磁気共鳴分光学(NMR) 

ー現代のNMRの基礎原理ー 

 

京都大学名誉教授  森島 績 

 

はじめに 

 

先に、“私と福井謙一先生ー回想録ー” I, IIを寄稿した後、

有本君から再び標題に関する論説を書いて欲しいとの依

頼があった。回想録 I の前半にNMRの装置やこれを用い

た研究が度々記載されていたためであろう。安請け合い

したものの、パルス・フーリエ変換NMRに関する解説書は

数え切れないほど出版されており、学部課程の物理化学

の教科書にもその概論が載っている。NMRがもたらす情

報の質と量はあらゆる分子分光法のなかでも群を抜い

ている。したがって現代の化学構造解析の必須の手段と

して定着している。本節はフーリエ分析を用いる次節の

学際的問題Ｆと数学的に連係している。また、本稿は

数々の成書にある内容と重なる部分もあるが、NMRは他

の分光法例えば紫外・可視光分光法、赤外・ラマン分光

法などとは異なり核スピン集団の緩和時間が極めて長

いため、これを正面から取り扱い、しかもラジオ波領域

という低いエネルギーをもつ電磁波を扱うため感度が

低い特徴を持っている。これを克服するために開発、発

展してきたのがパルス・フーリエ変換NMRである。本稿

はこの分野の原理と理論に疎い読者を対象としたもの

で、紙数の制約もあって内容は基礎原理的な事柄に限定

することを予めお断りしておきたい。 

 

NMRの基礎原理ー概要ー 

 

電子は素粒子であり固有の角運動量(スピン量子数、

単にスピンと言ってS で表す) 1/ 2を持っている。磁

場中(Z 方向と定める)のS のZ 方向成分
Z

S の固有値

は 1/ 2+ と 1/ 2− でそれぞれαスピン、β スピンという。

磁場中の電子スピンのエネルギーはゼーマン効果によ

って2つに分裂する。この分裂したエネルギー準位間の

電子スピン遷移に関わる現象が電子スピン共鳴(ESR)で

あり、マイクロ波領域の電磁波を用いる。 

 

  複合粒子である原子核(中性子と陽子という核子か

ら成り、それぞれスピンをもつ複数の素粒子から構成さ

れている。これらの合成スピンが核スピンである)も一

部の原子核(C-12, O-16など)を除けば 角運動量(スピ

ン 1/ 2I = , 1, 3 / 2 , 2 , 5 / 2 , K の整数または半

整数)を持っていて磁場中での核スピンの核ゼーマンエ

ネルギーは等間隔の2 1I + 箇に分裂する。例えばプロト

ン(H-1)やC-13, N-15, F-19, P-31核などは 1/ 2I = で

ゼーマン分裂は2本、 1I = のD(重水素), N-14核は3本に

分裂する( I のZ 成分
Z
I の固有値 1m = ，0， 1− となる

ため)。スピンをもつ原子核は電子と同様にそれに対応

する磁気モーメント µ  (ベクトル量)をもつ。µは核ス

ピンIに比例し比例定数(正または負)を核磁気回転比

γ といって原子核固有の値をもつ。負のγ 値をもつN-15, 

Si-29を除けばほとんどの核は正のγ 値をもち、 

µ γ= Ih  

で表されhはプランク定数を2π で割った値である。γ

について重要なことは核の質量が大きくなるほどγ は

小さくなることである。したがって水素核のγ 値はスピ

ンを持つ原子核の中で最も大きい。 

 µが静磁場
0

H と相互作用するとベクトル積 µ
0

×H

のトルクを受けこれを運動方程式で表すと  

0
/d dt γ= × Hµ µ  

となり、ベクトル µとベクトル
0

H を含む平面と垂直方

向に運動する、すなわち静磁場の周りを磁場方向を下に

見て時計回りに歳差(みそすり)運動する。古典力学にお

ける重力場を受けたジャイロスコープや少し倒れたコ

マのように。棒磁石は磁場方向と平行に配向するが棒磁

石が自転しておれば歳差運動する。核の歳差運動の回転

周波数は
0

γH であり、これをラーモア周波数(角周波数

で表せば
0

ω )という。その相互作用エネルギーは

0
E = − ⋅Hµ  (スカラー積)となり、静磁場の方向をZ と

すると 

0 0z z
E H I Hμ γ= − = − h  

となる。プロトンなどのように 1/ 2I = の場合には、
z
I

の固有値 1/ 2m = +  (αスピン), 1/ 2−  ( β スピン)で

あるので2本のゼーマン分裂が現れるわけである。この

エネルギー間隔は
0

E HγΔ = hとなるので共鳴条件

E hνΔ = から、
0
/ 2Hν γ π= の周波数(角周波数で表せ

ば
0

2 Hω πν γ= = )をもつ電磁波を照射すれば隣り合っ

津 山 高 専 紀 要    第５７号　 （２０１５）

－ 46 －



 

た状態間 1mΔ = ± の間で遷移が起こる。別の言い方をす

ると、ラーモア周波数と同じ周波数をもつ振動磁場
1

H

を X あるいはY 軸に沿って与えれば(コイルに交流電

流を流せば)、振動磁場は XY 平面で右回りと左回りの2

つの回転磁場に分けられるのでその一方の回転磁場の

回転周波数とラーモアの周波数が一致すれば(
0

ω ω= ) 

共鳴がおこリ低エネルギー状態から高エネルギー状態

へと遷移する。ここで固定座標系からZ 軸の周りに回

転する回転座標系 ( , , )x y z に移ってみる。すると µにか

かる磁場は、 z 方向に
0

/H ω γ− 、高周波磁場発生コイ

ルを置いた方向、例えば x方向に
1

H が与えられると、

0
H と

1
H ベクトル和が有効磁場

eff
H となる。共鳴の条

件では、有効静磁は
1

H のみとなる、すなわち µは z 方

向から x方向に倒れたことになる。固定座標系にもどっ

てみれば µは XY 平面を周り、受信コイルを通過する際

に電磁誘導によって µの大きさに比例した電圧として 

検出される。これが核磁気共鳴信号である。 

 ここまでは単一の核スピンの挙動について述べたが、

実際には核スピン集団を取り扱うので磁気モーメント

の総和( =∑ M
i

µ と表される磁化ベクトルM を用い

る)はボルツマン分布するので、両状態の占有比  

0
/ exp( / ) exp( 2 / )

z
N N E kT M H kTβ α = −Δ = −  

となり、カッコ内の
0

2 /
z

M H kT は極めて小さく10の

5− 乗程度なので
0

/ 1 2
z

N N M Hβ α = − となる。高い方の

エネルギー状態に存在するスピンの数は低い方のそれ

に比べてごく僅か少ない。このスピン数の分布差をスピ

ン分極という。低エネルギー状態から高エネルギー状態

への遷移(吸収)はその逆の遷移(放出)と同じ確率で起

こるので、スピン分極分だけ核磁気共鳴吸収として観測

される。このために共鳴吸収の感度は極めて低い。この

分極は熱平衡状態では縦緩和(スピンー格子緩和ともい

う)によって常に保たれる。緩和時間(数秒から十数秒)

以内にラジオ波磁場を照射し続けると分極がなくなり

(飽和という)磁気共鳴は起こらない。 

  

 さて、上式から分かるように磁気共鳴周波数は外部

から加えた静磁場の強さと核の種類(γ )だけにより決

まる。現在の NMR 分光計は超伝導磁石を用い、プロト

ン核の場合には 300～900MHz のラジオ波領域の電磁波

が使われている。私が 1965年に導入した電磁石を用い

た 60MHzのCW(Continuous Wave)NMR 装置や 1970 年に

設置した不安定ながらも超伝導磁石を用いた

220MHzNMR とは隔世の感がある。超伝導線材は改良さ

れ超伝導磁石を床下に載せたリニア新幹線の本格的建

設が進んでいる時代である。加えてコンピューターや

デジタル技術の飛躍的発展によって NMR は全く様変わ

りした。色々の測定法、分光計の調整などが全てコン

ピューターによって制御されている。 

 

パルス・フーリエ変換 NMR では、ラジオ波磁場の周波

数あるいは静磁場を連続的に掃引して共鳴周波数(磁

場)の異なるシグナルから成るスペクトルを測定する

(CW法では 1回の掃引に 5分程度かかる)のではなく、

強いラジオ波パルス(これを
1

H  (エッチワン)RF パル

スという)を印加して熱平衡状態にある全ての磁化

(
z

M )を静磁場方向と直角方向に倒し、この方向に置い

た受信コイルに電磁誘導された電圧として検出する。

高周波ラジオ波パルス幅は短いほど(マイクロ秒程度)

広い帯域のラジオ波をもつので(単一の方形パルス

（ 0t = から tΔ の時間幅）をフーリエ変換すればcosω

関数になることよりわかるであろう)、全ての共鳴シグ

ナルを一挙に検出することができる。ここで、磁化の

静磁場方向の成分
z

M を X あるいはY 方向に置いたコ

イルに強いラジオ波 90 度パルス(励起パルスとも言い

z
M はこのコイル軸の周りに歳差運動が起こり、パルス

をかけた時間を
p
t とすると回転角

1 p
H tα γ=  だけ倒れ、

90α = 度すなわち1/ 4回転するだけの時間だけパルス

を印加して縦磁化
z

M を X あるいはY に倒して
x

M あ

るいは
y

M を生成する)を印加し、これを切った後はゼ

ロだった縦磁化は
1
T という時定数(縦緩和時間)で指数

関数的に元の
z

M すなわち
0

M に戻り、同時に
x

M ある

いは
y

M は時定数
2

T  (横緩和時間、スピンースピン緩

和時間ともいう)で指数関数的にコーヒーレンス(位相

の揃った状態)を失い XY 平面でバラバラの方向に向

いてそのベクトル和は指数関数的に減衰してゼロに近

づく。すなわちパルス磁場を印加する前の熱平衡状態

に戻るのである。この横磁化の時間変化を自由誘導減

衰(Free Induction Decay, FID)という。Free とはラ

ジオ波振動磁場
1

H はゼロとなっていることを意味す

る。
1

H の周波数がラーモア周波数と異なれば(分子中

の原子核は同種の核であっても核を取り巻く電子状態

によって異なる磁場の遮蔽効果(σ で表し10の 6− 乗

すなわち ppm程度である)を受けて
0
(1 )σ−H となりσ

すなわち化学シフトの違う複数の核や化学結合の電子

スピンの分極によるスピンースピン結合 J によって分

裂した幅広く分散しシグナルがそれぞれ異なったラー

モア周波数を持っている)、互いに干渉して FIDは振幅

が指数関数的
2

(exp( 1/ ))T− に減衰する変調された多数

の正弦波の重なりとなる。この時間変化 FID(時間の関

数 ( )F t )をデジタル化してコンピューターに取り込み、

これを各周波成分すなわちスペクトル( ( )S ω )にプリ

ズム無しで分光するのがフーリエ変換という数学的処

理である。 

 

フーリエ変換は 一般に 

( ) ( ) exp( )S F t i t dtω ω

∞

−∞

= −∫  

で表され、exp( ) cos sint t i tω ω ω− = − であるので、 ( )S ω

は実部と虚部に対応して 90 位相がずれた吸収と分散

のローレンツ曲線の2種類の信号から成る。実際の FID

のフーリエ変換では ( )F t は
2

exp( )exp( / )i t t TΩ − に比
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例する。ただし、ここでは簡単のためただ一つの周波

数成分Ωをもつ FIDを扱うものとする。また、フーリ

エ変換の積分範囲はパルスを印加した時刻をゼロとし

て 0t = ∞: とする。スペクトル ( )S ω の実数部は 
2 2

2 2
[(1/ )] / [(1/ ) ( ) ]T T ω+ Ω−  

で表せ、ω=Ωで極大値をもつローレンツ型吸収曲線と

なる。一方、虚部は 
2 2

2
[( ) / [(1/ ) ( ) ]Tω ωΩ− + Ω−  

となりω = Ωでゼロとなる分散型シグナルとなる。単

純な NMR スペクトルの測定には吸収信号を取り出せば

済むところだが、実際に種々の位相をもつスペクトル

測定には上記の 2 種類の信号を混ぜ合わせることもあ

る。FID の周波数についてはプロトンの場合に、例え

ば 600MHz を使うとしても意味あるのはその絶対値で

はなく FID に含まれる共鳴周波数の相対的な広がりで

ある。すなわち化学シフト範囲程度の広がりをもつオ

ーディオ波という低周波信号を 600MHz 高周波ラジオ

波から抽出することになる。これを担うのが検波器で

ある。したがって高周波ラジオ波は搬送波（キャリア

ーという）の役割を持つことになる。ラジオやテレビ

と同じ原理である。現代の NMR 装置についてこれ以上

深入りしないがパルス・フーリエ変換方式によって核

磁気共鳴学は真に核磁気共鳴分光学になったといえよ

う。  低い感度が特徴のNMRが天然存在比1.1%のＣ-13

核を対象にできるのは緩和時間よりも少し短い時間間

隔で繰り返しパルスを印加して短時間で積算測定でき

るからである。また、短くて強い
1

H パルスを使えば共

鳴周波数領域の広い核種例えば N-15、Ｏ-17、あるい

は不対電子持ち極めて大きな常磁性シフト（大きな磁

気モーメントを持つ電子スピンと核磁気モーメントと

の相互作用による）をもつ遷移金属錯体も簡単に測定

できるようになった。 

 

 以上は理解しやすいように主として古典論的に磁化

ベクトルモデルを用いて概説したが、他方では完全に

量子力学的に記述できる。さらにスピン集団のアンサ

ンブル平均を扱うので統計力学的扱いもしなければな

らない。そのためには密度行列演算子を取り入れた時

間依存のシュレーディンガー方程式に基づく取り扱い

が必要である。パルス・フーリエ変換 NMR は上記のよ

うに単一の90度パルスを用いるばかりでなく180度パ

ルスなど複数の種々のパルス系列を用いた測定法も用

いられる。特に、2 次元フーリエ変換 NMR の多くの手

法の中で密度行列演算子法でなければ理解しがたいも

のもある(例えばCOSYスペクトル)。しかし、本稿では

フーリエ変換と NMR がどのように関わっているかを概

略述べるのが目的であるので、厳密な理論的取り扱い

は他書に譲る。 

 

 

 

 

3. Challenging Cross-disciplinary Problems Related 

to the Fukui Conjecture, Fourier Analysis, and to 

Resolution of Singularities 

 

Shigeru Arimoto, Mark Spivakovsky, Masaaki Yokotani 

Kyoji Saito, Keith F. Taylor, and Peter Zizler 

 

In conjunction with Professor Morishima’s article on 

NMR spectroscopy and associated Fourier analysis   given 

in the previous section, we first provide here some 

comments on the relationship between the Fukui Conjecture 

and Fourier analysis.  

Let us first recall the following Challenging Problem F 

given in ref. 1). This problem is related to absolutely 

continuous functions (generally highly irregular) and to their 

Fourier expansions.  

Second, let us recall that Challenging Problem F is 

closely related to the Asymptotic Linearity Theorems (ALTs), 

which prove the Fukui Conjecture in a broad context of the 

repeat space theory (RST). The reader is referred to 2)-7) for 

the ALTs and for the definitions of the original alpha space 

X�(q) and of other symbols given in the following 

conjecture. 

 

Conjecture OALT-1. (OALT-X�(q) AC(I) version). Let q ∈ 

ℤ
 +, s ∈ ℤ, {AN} ∈ X�(q), and let I be a closed interval 

compatible with {AN}. Then, for any � ∈ AC(I), there exists 

an αs(�) ∈ ℝ such that  

  Tr[( s

N
P ⊗ Iq) (�(AN)) ] = αs(�)N + o(1) (1) 

as N → ∞. Moreover the real number αs(�) is represented 

by the integral given by 

  αs(�) = 
2

0

1
exp( )Tr ( ( ))

2
is F d

π

θ ϕ θ θ
π ∫ . (2) 

 

Challenging Problem F. Prove or disprove Conjecture 

OALT-1. 

 

In the above conjecture, if we let the block size q of the 

sequence {AN} be 1, then we can omit the Tr in eq. (2). The 

reader is invited to prove or disprove this simpler version 

with q = 1, in order to get familiar with the relationship 

between the Fukui Conjecture and Fourier analysis. The 

reader is also invited to the following three challenging 

problems G#, H, and H#:  

 

Challenging Problem G#. Prove or disprove the following 

Conjecture OALPHA-1, given in part VIII of this series of 

papers, with the extra condition q = 1. 
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Challenging Problem H. In the following Conjecture 

OALPHA-1, given in part VIII of this series of papers, let s 

= 0, and obtain a d-dimensional general integral 

representation of αs(�) by considering the generalized alpha 

space. 

 

Conjecture OALPHA-1. (OALPHA-X�(q) AC(I) version). 

Let q ∈ ℤ +, s ∈ ℤ, {AN} ∈ X�(q), and let I be a closed 

interval compatible with {AN}. Then, for any � ∈ AC(I), 

there exists an αs(�) ∈ ℝ such that  

  Tr[( s

N
P ⊗ Iq) (�(AN)) ] /N →αs(�) (3) 

as N → ∞. Moreover the real number αs(�) is represented 

by the integral given by 

  αs(�) = 
2

0

1
exp( )Tr ( ( ))

2
is F d

π

θ ϕ θ θ
π ∫ . (4) 

 

Challenging Problem H#. The following Propositions 2.1 

and 2.2 were proved by one of the authors (K.S.) in part VI 

of this series of papers. In conjunction with the above 

Challenging Problem H, can one make a d-dimensional 

generalization of Propositions 2.1 and 2.2? 

 

Proposition 2.1. The correspondence g fa  in the 

definition of 
0
( )C I

w  induces an isomorphism 

 2 2

0
[ , ]/ ( 1) ( )x y x y C I

w+ - ;R    

of rings. 

 

Proposition 2.2. The ring 2 2[ , ]/ ( 1)x y x y+ -R  is not a 

unique factorization domain. More precisely, the ideal 

( , 1)x y -  is not principal. 

 

 Now, from the view point of interdisciplinary research, 

since theoretical chemists are quite familiar with basic 

Hilbert space theory and usual Fourier analysis, say, via 

NMR spectroscopy, we consider the aspect of Fourier 

analysis (frequency analysis) as a convenient meeting point 

for chemists and mathematicians to collaborate to investigate 

the Fukui Conjecture from the d-dimensional global 

standpoint of the generalized repeat space. 

It has been also noticed in recent years that Fourier 

analysis combined with the theory of analytic curves and 

resolution of singularities can provide deeper insight into the 

Fukui Conjecture and into high-speed asymptotic 

phenomena in chemistry related to additivity problems. 

The reader is referred to the link 8) for the referential data 

of this section. 
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